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to de controlador discreto a partir do continuo

Suponha o sistema de tempo continuo e o projeto do controlador
realizado inteiramente no plano s de Laplace. A questdo é obter
um controlador discreto por meio de uma das aproximacoes anali-
sadas anteriormente. Considere o sistema de controle continuo da
Figura 12.6.

Controlador | Processo Y(s)
continuo ou planta

Figura 12.6 Sistema de controle continuo.
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o de controlador discreto a partir do continuo

Para trocar o controlador continuo por um discreto é preciso adici-
onar os blocos de conversores A/D (analdgico/digital) e D/A (digi-
tal /analégico), conforme representado na Figura 12.7.
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Figura 12.7 Sistema de controle discreto.
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to de controlador discreto a partir do continuo

O processo de amostragem e o circuito segurador, representados pelos conver-
sores A/D e D/A, introduzem na malha um atraso de tempo que reduz a es-
tabilidade do sistema, fato que deve de antem3o ser considerado no projeto do
controlador continuo. Caso contrdrio, quando o controlador discreto for imple-
mentado o sistema resultante poderd ser instdvel em malha fechada. Conforme
visto anteriormente, a fun¢do de transferéncia do segurador de ordem zero é
dada por

1 efsT

Gao(s) = ———. (1)

Em uma primeira aproximacdo, a exponencial e’ pode ser representada na

forma racional através da aproximacdo de Padé! de ordem 1, ou seja,

_sT _
75T§7%[.:ﬁ. (2)
1+35  2+sT

Substituindo a Equa¢do (2) na Equagdo (1), obtém-se
1—e 1( 275T> 2sT 2
— _ — — -
2+4sT s(2+sT) s+ 2
las aproximagdes de Padé de ordem superior sio muito mais precisas, porém
aumentam a ordem da fun¢3o de transferéncia e a complexidade do projeto do

controlador. Neste caso é fundamental o emprego de ferramentas computacionais,
como, por exemplo, o MATLAB.

s s

(3)
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to de controlador discreto a partir do continuo

Note que os ganhos em baixas frequéncias das Equacgdes (1) e (3) ndo
sdo unitarios. O interesse na Equacdo (3) é determinar uma fungdo de
transferéncia racional que represente apenas o atraso de fase ocasionado
pelo segurador de ordem zero e que n3o afete o ganho da malha fechada,
ja que o mesmo serd determinado no projeto do controlador.

Corrigindo o ganho da Equa¢do (3), de modo que em baixas frequéncias
(s = jw = 0) o mesmo seja unitdrio, obtém-se uma fun¢do de transferéncia
racional aproximada para o segurador de ordem zero, dada por

v

Gso(s) = (4)

%]
+

7
<
Assim, o controlador continuo deve ser projetado com base no diagrama

de blocos da Figura 12.8, isto é, prevendo a funcdo de transferéncia do
segurador de ordem zero aproximada.?

2Em algumas aplicaces pode-se desprezar o bloco do segurador sem
degradacdo significativa do desempenho. Esses casos podem ser verificados por
simulagdo computacional.
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to de controlador discreto a partir do continuo

Quanto menor for o periodo de amostragem T, menor a influéncia
na estabilidade do sistema. Por esta razdo este deve ser escolhido
suficientemente “pequeno”, como alids indica o teorema da amos-

tragem.
Controlador Segurador Processo
2
R(s = Yis
(5) 4 G, (s) L Gyls) 1)

Figura 12.8 Sistema de controle continuo com segurador.

Finalmente, o controlador discreto é obtido por meio de uma apro-
ximagdo do controlador continuo G.(s) por um dos métodos anali-
sados anteriormente (Tustin, mapeamento polo-zero, etc.).
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Projeto de controlador discreto a partir do continuo

Como se sabe, as especificacdes de projeto do controlador costumam ser rea-
lizadas em termos dos pardmetros da resposta temporal, como, por exemplo:
sobressinal M,, tempo de subida t,;, tempo de pico t, ou tempo de acomodagio
t;. Estes pardmetros estdo indicados na Figura 12.9, que representa a resposta
temporal tipica de um sistema de segunda ordem subamortecido (0 < & < 1).

y(00) + ¢

y(o0) — €

T

0 t, ty tos9% ou tyoy t

Figura 12.9 Resposta temporal de um sistema de segunda ordem para 0 < £ < 1.
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to de controlador discreto a partir do continuo

Conforme analisado anteriormente para sistemas subamortecidos (0 < £ < 1),
os parametros da resposta temporal da Figura 12.9 valem:

Sobressinal: M,(%) = MIOO% = e ¢/ V1I=€100%; (5)

y(o0)
™ ™
Tempo de pico: t, = —F——= = —; 6
po de pico: tp = - Jiog  wa (6)
Tempo de subida: t, = m—B __T= arccos({); (7)
wny/1 — &2 Wd
Tempo de acomodagdo (critério 5%): ts = Ei ; (8)
4
Tempo de acomodagdo (critério 2%): ts = £w ; (9)
, I 27
Periodo das oscilagdes: Ty = w—; (10)
d

sendo £ o coeficiente de amortecimento, w, a frequéncia natural ndo amortecida
e wy a frequéncia natural amortecida.
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Resumo das férmulas dos parametros do sistema

subamortecido + grafico

2
Wh

FT do sistema subamortecido: G(s) = 2+ 2w L o2

- 2
My(y) = eI

y(ty)
e g

t, =—— = —
y(o) +e| P wpJI=82  wa

y(o0) — € . _ m—arccos(§)
T e 7

y(o0) frn

y(t) [OF]

3
to(5%) =

- Ta = - fwn
4
t:(2% :57
n
2m
Ty=—
Wq

lp L5y ou lgoy t
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Exemplo 12.

Deseja-se projetar um controlador discreto para um processo com fungdo

de transferéncia 1
Gy(s) = —, 11
P( ) S(S+ 1) ( )
de modo que a resposta para um degrau aplicado na referéncia tenha um
sobressinal maximo M, = 16,3% e um tempo de pico t, = 1s.

Solucao
O controlador discreto pode ser obtido por meio de uma aproximacdo do
controlador continuo. Considerando-se o efeito do segurador de ordem
zero, o controlador continuo deve ser projetado para o diagrama de blocos
da Figura 12.10.

Controlador Segurador Processo

- 1| )

S s(s+1)

R(S)+

G (s)

2
T

Figura 12.10 Diagrama de blocos do sistema continuo com segurador.
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Exemplo 12.4

Supondo que o sistema em malha fechada tenha dindmica dominada por um
par de polos complexos,® o coeficiente de amortecimento & é obtido a partir do
sobressinal M,, ou seja,

e —tn In(0,163)?
Mp(%) = eV1=€2100% = InM, =1n0,163 = ———— = £ =/ — """~ (5.
b(%0) = %= InMp = In Ji-& $ =1\ 2+ n(0,163)2
(12)
O tempo de pico t, é dado por
t, = z =1s = wq = w(rad/s), (13)
Wd
sendo wy a frequéncia natural amortecida dada por wyg = wpy/1 — £2.
Assim, a frequéncia natural ndo amortecida w, vale
wn 2d = w, = 3,628(rad/s). (14)

_ _ ™

S J/i-e¢  J1-05
A resposta temporal da saida, para uma entrada do tipo degrau na referéncia,
ird apresentar oscilacdes durante o transitério, com periodo T4, dado por

T, =22 s (15)

wd s

3Caso esta suposicio n3o seja razodvel, os polos de malha fechada devem
ser escolhidos por meio de tentativas de G.(s) buscando a estabilidade e o
sobressinal desejado. 11/25



Exemplo 12.4

Na pratica o periodo de amostragem T é escolhido como sendo pelo menos 10
vezes menor que o periodo das oscilagdes, ou seja,

Ty
T=-—=02s. 1
e—02s (16)
Logo, a fung3o de transferéncia aproximada do segurador de ordem zero é dada
por
2 10

G. =TI = 17
“)= =511 a7
A funcdo de transferéncia genérica de um sistema de segunda ordem é dada por

V) )
R(s) =~ s2 4 2¢wns + wh’

cujos polos de malha fechada sdo

s12 = —E€wn £ jwny/1 — € = —Ewp £ jwa. (19)

Para que o sistema em malha fechada satisfaca as especificagbes de projeto
(M, =16,3% e t, = 1s), os polos de malha fechada devem estar localizados em

s10 % 1,81+ 7). (20)
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Exemplo 12.4: Projeto por meio do lugar das raizes

Nesta técnica de projeto calcula-se uma func3o de transferéncia para o contro-
lador G¢(s), de modo que o lugar das raizes passe pelos polos de malha fechada
desejados (20).

As especificagdes de projeto podem ser satisfeitas através de um controlador de
primeira ordem, com fung¢do de transferéncia

K (S —+ C1)
(s) = ———. 21
Gels) = “ (21)
A funcdo de transferéncia de malha aberta é dada por
Gra(5) = Ge($)Guo(s)Gy(s) = D) 101 (22)

(s+G) (s+10)s(s+1)

Existem infinitos valores para K, Ci, C; que satisfazem as especificacBes de
projeto. Uma solugdo é cancelaro zero do controlador com um polo da planta.
Com isso os valores de C; e K podem ser calculados por meio das condi¢des de
fase (£Gma(s) = £r180) e médulo (| Gma(s)| = 1), respectivamente.
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Exemplo 12.4: Projeto por meio do lugar das raizes

Assim, adotando C; = 1, obtém-se

Gma(s) = s(s+ 1100)2(5 + G) (23)
Da condicao de fase tem-se que
£ Gma(s) = £miiltiplo impar de 180°, (24)
ou seja,
—/s—/s+ 10— Zs+ G, = 180°. (25)

O valor de (; deve ser calculado num dos polos complexos de malha
fechada s;» & —1,81 & mj. Da expressdo (25) obtém-se

—120° — 21° — arctan < =180° = (; = 5,69. (26)

T
G —1,81
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Exemplo 12.4: Projeto por meio do lugar das raizes

Na Figura 12.11 é apresentado o grafico do lugar das raizes

+Im

Polos _, 18143145 K = 15.88
dominantes \

-10 -5,69

Figura 12.11 Lugar das raizes.
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Exemplo 12.4: Projeto por meio do lugar das raizes

O valor de K pode ser calculado através da condicdo de médulo, ou seja,
10K

s(s + 10)(s + 5,69)

Substituindo um dos polos complexos de malha fechada s, = —1,81 &+ 7j

em (27), obtém-se

|Gma(s)| =1 =

=1. (27)

K = 15,88. (28)
Portanto, a fun¢io de transferéncia do controlador continuo é dada por
15,88(s + 1)
Ge(s) = —/————. 2
()=~ 1569 (29)
e a fungdo de transferéncia de malha fechada (Gnr(s) = ;g))) é dada por
G (s) = Gma(s) Nima(s) . 158,8
" L Gma(5)  Dma(S) + Nma(s) 5% + 15,6952 + 56,95 + 158,8°

(30)
Os polos de malha fechada da Equagdo (30) sdo si» & —1,81 + 3,14/, s3 =
—12,06. Como os polos complexos estdo bem mais préximos do eixo imagindrio
que o polo real estes sdo chamados de polos dominantes, ou seja, sdo os polos
complexos que irdo determinar a caracteristica da resposta transitéria. Por esta
raz3o o sistema de terceira ordem terd comportamento préximo daquele do sis-

tema de segunda ordem.
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Exemplo 12.4: Projeto por meio de imposicao algébrica de polos

Nesta técnica de projeto a fungdo de transferéncia do controlador Gc(s) é cal-
culada por meio de uma imposi¢c3o algébrica de polos.

A funcdo de transferéncia do processo mais o segurador tem grau n = 3. O
controlador Gc(s) deve ter grau m > n — 1. Assim, assumindo m = 2 a fun¢do
de transferéncia do controlador é do tipo

K(is+ G)(s+ &)

Gc(s) = . 31
(s) (s D)(s + D3) (31)
A funcgdo de transferéncia de malha aberta é dada por

G(5) = Gu(5)Guo(5)Go(5) = K(s+ G)(s+ &) 10 1 (32)

(s+ D1)(s+ D2) (s+10)s(s+1)

Supondo que os zeros do controlador cancelam os polos estaveis (C; = 1 e
G = 10), entdo
10K

G(s)= ———~F——. 33
)= G B)(s + Ds (33)
A funcgdo de transferéncia de malha fechada é dada por
Y(s)  G(s) 10K _ 10K
R(s) 1+ G(s) (s+Di)(s+ D2)s+10K 3+ (D1 + D;)s? + DiDss + 10K’
(34)

17/25



Exemplo 12.4: Projeto por meio de imposicao algébrica de polos

cujo polindmio caracteristico é
F(s) ="+ (D1 + D2)s” + DiDas + 10K. (35)

Os polos de malha fechada dominantes sdo s;» & —1,81 £+ nj. Para que o
polindmio caracteristico tenha grau 3 adota-se o terceiro polo* em s3 = —12,06,
que é a mesma posicao obtida pelo método do lugar das raizes. Ent3o,

F(s) = s’ + 15,69s° + 56,95 + 158.8. (36)

Comparando os polindmios (35) e (36), obtém-se K = 15,88, D; = 5,69 e
D, = 10. Portanto, a fun¢3o de transferéncia do controlador é dada por

Go(s) — 15,88(s + 1)(s +10) _ 15,88(s+ 1)
()= 1569 (s £10) ~ (s+569) °

(37)

Os compensadores (29) e (37) resultaram iguais, pois no projeto algébrico foi ado-
tado como polindmio caracteristico o mesmo denominador da fun¢do de trans-
feréncia de malha fechada (30) obtida pelo método do lugar das raizes.

4 . . Lo .
Para que os comportamentos dos sistemas de 27 e 32 ordens sejam préximos deve-se adotar o terceiro polo
em s = —p pelo menos cinco constantes de tempo mais a esquerda dos polos complexos conjugados dominantes,
isto é, para p > 58wp.
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Exemplo 12.4: Func3o de transferéncia do controlador discreto

A func3o de transferéncia do controlador discreto pode ser obtida por meio do
método do mapeamento polo-zero. O zero em s = —1 é mapeadoem z = e~ 7,
e o polo em s = —5,69 é mapeado em z = e >%". Como G(s) possui um polo
(n=1) e um zero finito (m = 1), ent3o n3o é necessario acrescentar fatores de
(z + 1) no numerador do controlador discreto, ou seja,

K:Az—e ") K.(z—0,8187)

Ce(2) = Ser =, —-0,3205 ° 3

O ganho K. é ajustado para que em baixas frequéncias o ganho do controlador
continuo G.(s) seja igual ao do controlador discreto Gc(z), ou seja,

15,88 K,(1 — 0,8187)

Ge(S)]sm0 = Ge(2)|am1 = = K, ~1046.  (39)

569  1—0,3205
Portanto,
UGz) _ () — 1046z —08187) 2! _ 104601081872 1) 4
E(z) %7 z-0,3205 2=~ 1-03205z-1

Aplicando a propriedade do atraso, obtém-se a seguinte equacdo de diferencas:
u(kT) =0,3205u[(k —1)T] + 10,46 (e(kT) — 0,8187e[(k —1)T]). (41)

19/25



Exemplo 12.4: Funcdo de transferéncia do controlador discreto

Sabendo-se que u(—0,2) = e(—0,2) = 0 e que r(kT) é um degrau unitrio, ou

seja,
(kT) 1 %20 (42)
r =
0 k<O

entdo a Equagio (41) pode ser implementada num programa de computador. Na
Figura 12.12 é apresentado o trecho de um programa, escrito na linguagem C,
que exemplifica a realizagdo do controlador para kK = 0,1,2,...,100.

uk_1=0;
ek_1=0;
rk=1;
for (k=0;k<=100;k++)
{
ek=rk-yk;
uk =0.3205*%uk_1+10.46%*(ek-0.8187*ek_1);
uk_1=uk;
ek_1=ek;

}

Figura 12.12 Realizacao do controlador discreto na linguagem C.
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Exemplo 12.4: Resposta ao degrau

Aplicando-se um degrau unitério na entrada R(s) da func3o de transferéncia de
malha fechada (30), obtém-se a resposta ao degrau do sistema continuo, dada
por

y(t) =1—0,11e %" — e "811[0,89 cos(3,14t) + 0,95sen(3,14t)].  (43)
Para verificar se o controlador discreto G.(z) da Equacdo (40) satisfaz as especi-
ficagdes de projeto pode-se comparar a resposta (43) com a resposta ao degrau
do sistema da Figura 12.13.

Controlador Processo
U(z) [Conversor Conversor| Y(z)

Ge(2) D/A > Gp(s) ' A/D >

Figura 12.13 Diagrama de blocos do sistema em malha fechada com controlador discreto.
Da Figura 12.13 tem-se que

6= g = (1-27) 2 [ %2 = (1) 2 [y

~0,0187(z + 0,9355)
- (z-1)(z-10,8187)°

(44)
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Exemplo 12.4: Resposta ao degrau

A funcio de transferéncia de malha aberta é dada por

~10,46(z — 0,8187) 0,0187(z + 0,9355) _ 0,1959(z + 0,9355)

G:(2)G, = = .
(2)6(2) (z—0,3205) (z—1)(z—0,8187)  (z— 0,3205)(z — 1)
(45)
A fungdo de transferéncia de malha fechada é dada por
Y(z)  G(z)Gpy(z) 0,1959z+0,1833 0,1959z7* +0,1833z72
R(z) 1+ G(2)Gp(z) 22 —1,1246z+0,5038 1—1,1246z~1 4 0,5038z2"
(46)

Aplicando a propriedade do atraso, obtém-se a seguinte equagdo de diferencgas:

y(kT) = 1,1246y [(k — 1) T]—0,5038y [(k — 2) T]+0,1959r [(k — 1) T]+0,1833r [(k — 2) T].
(47)

Sabendo-se que y(—0,2) = y(—0,4) = 0 e que r(kT) é um degrau unitdrio,

entdo os valores de y(kT) podem ser calculados por meio da implementagdo da

Equagio (47) num programa de computador. A seguir é apresentado o trecho

de um programa, escrito na linguagem C, que calcula os valores da sequéncia

y(kT) para k =0,1,2,...,15.
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Exemplo 12.4: Resposta ao degrau

Tabela 12.1 Programa e coeficientes para k = 0,1,2,...,15

yk_1=0;
yk_2=0;
rk_1=0;
rk_2=0;
for (k=0;k<=15;k++)
{
if (k==1) rk_1=1;
if (k==2) rk_2=1;
yk =1.1246%yk_1-0.5038*yk_2+0.1959*rk_1+0.1833*rk_2;
yk_2=yk_1;
yk_1=yk;

[k TkT ] y(kT) ]
0/00] 0
102 04959!
2104 5
3106 47‘
4108 | 1,1508 |
51,0 | 1,1924 |
612 11404!
7| 1,4 | 1,0610
8 | 1,6 | 0.9978
9 | 1,8 | 0.9668 |
10 21)[(L9035J
11 22‘ 0.9760 |
12 | 2.4 | 09912 |
13 \21;J 10022 |
14 | 2.8 | 1,0069 |
ISV\LUJ 1.0067 |
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Exemplo 12.4: Resposta ao degrau

Na Figura 12.14 s3o apresentados os graficos da resposta ao degrau
unitdrio do sistema em malha fechada continuo (30) e discreto (47).
Note que as respostas estdo préximas das especificacdes de projeto
e que a curva y(t) possui um atraso devido a aproximagdo do segu-
rador de ordem zero.

1.2 ‘ A T T
1r ° o o—o —0 —0—9
°
0,5+ B
° y(t)
® y(kT)
0 Il Il Il Il 1 Il 1 1 Il 1 I I
0 02 04 06 08 1 2 14 16 1,8 2 22 24 26 28 3

t, kT (s)
Figura 12.14 Resposta ao degrau unitario.
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