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Mapeamento do plano s no plano z

Considere o processo de amostragem de um conversor A/D ideal,
conforme representado na Figura 11.7.

Conversao

J(kT)

dos impulsos

Figura 11.7 Conversor A/D ideal.
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Mapeamento do plano s no plano z

O sinal continuo f(t) é modulado por um trem de impulsos s(t),
produzindo o sinal amostrado *(t), que depois é convertido para a
sequéncia discreta f(kT). Da Figura 11.7 tem-se que

F*(t) = £(t)s(t) Z 5(t — kT) Z fF(KT)o(t — kT),
kf—oo k=—00
(1)
sendo §(t — kT) a fungdo delta de Dirac.

@ O sinal amostrado f*(t) é definido para todo t > 0, sendo
igual a zero para kT <t < (k+1)T e diferente de zero nos
instantes de amostragem t = kT.

@ Ja o sinal discreto f(kT) assume valor apenas em t = kT,
pois ndo é definido em t # kT.
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Mapeamento do plano s no plano z

A transformada de Laplace de *(t) é dada por

o0

L[ (t)] = F*(s i F(KT)L[6(t — kT)] =Y F(kT)e *7*.
k=0

k=0
(2)
Definindo z = e'*, a Equacgdo (2) resulta na definicdo de transfor-
mada Z, ou seja,

F*(5)|mers = F(2) =) F(kT)z "X, (3)

k=0

Da Equagido (3) conclui-se que a mudanca de varidvel z = e’s repre-
senta um procedimento alternativo para a definicao da transformada
Z. Além disso, essa mudanca estabelece relagoes geométricas inte-
ressantes entre o plano s e o plano z.
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Mapeamento do plano s no plano z

Supondo s = ¢ + jw, com ¢ e w reais, entdo

z=e" = (W) = e7T T — 7T cos(wT) + je" Tsen(wT).  (4)
Logo,
|z| = \/ezf"Tcos2(wT) + e20Tsen2(wT) = |z| =€,  (5)
T
tan(Zz) = #Tsen(wT) _ tan(wT) = Lz = wT. (6)

cos(wT)

Das Equagdes (5) e (6) conclui-se que:

@ Para 0 =0, no plano s temos s = jw que corresponde ao o eixo
imagindrio, enquanto no plano z temos |z| = 1 que corresponde a
circunferéncia de raio unitario;

@ Para 0 < 0, no plano s temos o semiplano esquerdo (parte real
negativa onde estdo alocados os polos estaveis de uma funcao de
transferéncia), enquanto no plano z temos |z| < 1 que corresponde
ao interior da circunferéncia de raio unitario com centro na origem
(onde estardo alocados os polos estdveis em tempo discreto).
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Mapeamento do plano s no plano z

Na Figura 11.18 é apresentado o mapeamento do plano s no plano z.

Plano s Im Plano z

Im

=g

Re Re

Figura 11.18 Mapeamento do plano s no plano z.
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Subsistema D/A + processo + A/D

No projeto de sistemas de controle digital é conveniente representar o subsistema
D/A + processo + A/D por meio da transformada Z. Note que n3o é possivel
descrever separadamente, por meio da transformada Z, blocos como o conversor
D/A, o processo e o conversor A/D, ji que os sinais envolvidos no processo
s3o analégicos (dependem de t € R) e, no caso dos conversores, os sinais sdo
analdgicos (t € R) e digitais (k € N). No entanto, o conjunto desses trés
blocos tem entrada e saida discretas (Figura 11.19) e pode, portanto, ser tratado
como um Unico sistema discreto pela transformada Z (Figura 11.20). Deve-se
observar que para valer a representagdo da Figura 11.20 é necessério considerar
que o processo e as operagdes de conversio sdo lineares.

u(kT) Conversor | u(t) Processo | y(t) | Conversor | y(KT')
S >

— | b/a " G(s) A/D

Figura 11.19 Subsistema D/A - processo + A/D.

U(z) H(z) Y(z)

Figura 11.20 Representacao simplificada.
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Subsistema D/A + processo + A/D

A ideia é calcular a fungdo de transferéncia H(z) do subsistema por
meio da sua resposta impulsiva. Sendo u(kT) um impulso unitério,

a saida u(t) do conversor D/A de ordem zero é um pulso, conforme
representado na Figura 11.21.

u(kT) A u(t)

KT

0O T 2T 3T 4T 0 T 2T 3T 4T

v

Figura 11.21 Impulso u(kT) e saida pulso u(t).
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Subsistema D/A + processo + A/D

A transformada de Laplace da saida pulso u(t) é calculada abaixo
(diferenga entre a transformada de um degrau (d(t)) e um degrau
deslocado (d(t — T))):

1 efsT 1— efsT

U(s) = L] - £[d(t - T = - S~ =" (7)

portanto, a transformada de Laplace de u(t) é dada por

1— e—sT
U(s) = —=— (8)
A saida do processo é, portanto,
1— —sT

V() = 65)U(s) - 6(5) L) (9)
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Subsistema D/A + processo + A/D

A transformada Z de y(kT) é
1— —sT
G(S)M] _

Y(2)=Zly(kT)] = Z[Y(s)] = 2

s
Lembrando que z = €7, ou seja z~! = e~*T e que a transformada Z é uma
operacao linear, obtém-se
Y(z) = (1 - z_l) z {@] . (10)
s

Como u(kT) é um impulso unitdrio (U(z) = 1), entdo

Y(z) = H(z)U(z) = H(z) = (1 - z*l) z {@] . (11)

Concluindo, para determinar a funcio de transferéncia H(z) do subsistema
D/A + processo + A/D basta calcular:

ez [@] onde G(s) é a fungdo de transferéncia do processo dindmico;

@ Hz)=(1-z"2 [@]

s
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Exemplo 11.2

Considere o subsistema da Figura 11.22 e calcule a fung¢do de transferéncia H(z)
equivalente.
Processo
u(kT) [Conversor| wu(t) 1 y(t) [Conversor| y(kT')
—_—> > > >
D/A s+1 A/D

Figura 11.22 Subsistema D/A -+ processo + A/D.

H(z) = (1 - z_l) z {@} .

S

e El P e e e PGt
ZH -7 ZL}LJ =T

z—1 z z z—1
H(z)—( z )(z—liz—e—T)_liz—e—T'

Da tabela,

Logo,
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Analise da malha fechada

O diagrama de blocos de um sistema em malha fechada com realimentagio
unitdria e controle discreto é apresentado na Figura 11.23.

Ge(2)

Controlador|1

Conversor

D/A

Processo

G(s)

y(t) | Conversor

A/D

y(kT)

Figura 11.23 Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada com controle discreto.

Conforme foi visto na secdo anterior o subsistema D/A + processo + A/D
pode ser representado pela fun¢do de transferéncia discreta H(z) dada pela
Equagdo (11). Assim, o diagrama de blocos simplificado do sistema discreto
em malha fechada pode ser representado através da Figura 11.24.

w(kT)

y(kT)

Figura 11.24 Diagrama de blocos simplificado do sistema discreto em malha fechada.
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Andlise da malha fechada

Sendo R(z) = Z[r(kT)] e Y(z) = Z[y(kT)], a funcdo de transferéncia de
malha fechada é dada por
Y(z) __G(2)H(2) 13)
R(z) ~ 1+ G(2)H(z)
A fun¢do de transferéncia G.(z) do controlador pode ser genericamente repre-
sentada por

U(z)  bpzP4bpa1zPt +...+ by z79
Gc(2) = = e
E(z) 294 ag-1z97 1+ ... +a z79
_ bpz TP by 1z TP 4 4 bz Y
1+ aq,12*1 + ...+ apz7 9
sendo bg, b1,...,bp € ao, ..., ag—1 constantes, com p < q.
Dado o sinal de referéncia r(kT), os calculos dos sinais de erro e(kT) e da agdo
de controle u(kT) podem ser implementados num algoritmo de “computador”
por meio das seguintes equacdes de diferencas:

e(kT) = r(kT) — y(kT), (15)

(14)

)

u(kT) = —ag_1uf(k — 1)T] — ... — aou[(k — q)T] +
boel(k—q+p)T]+ bpsel(k—q+p—1)T]+...+ boe[(k— ) T]. (16)
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Estabilidade de sistemas de tempo discreto

Definicao 11.1
Um sistema é BIBO? estdvel se toda sequéncia de entrada de

amplitude limitada produz uma sequéncia de saida de amplitude
limitada.

?bounded input - bounded output

No caso de sistemas lineares e invariantes no tempo a BIBO esta-
bilidade pode ser caracterizada pela resposta impulsiva do sistema,
conforme o seguinte lema.

Lema 11.1

Um sistema discreto, linear e invariante no tempo, com resposta
impulsiva g(k) é BIBO estavel se e somente se sua resposta
impulsiva é absolutamente somdvel, ou seja,

>l (k)] < oo (17)
k=0
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Exemplo 11.3

O sistema 5
G(z)= 18
(2) = - (18)
tem como resposta impulsiva o degrau unitdrio que é mostrado na Fi-
gura 11.25.

g(k)

2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 11.25 Sequéncia degrau unitéario.
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Exemplo 11.3

A transformada inversa de G(z) é dada por

1 k>0,
z 1|2 k 19
L—J gk) = {o k <0. (19)
Logo,
Z|g J=14+1+14...=cc. (20)

Do Lema 11.1 conclui-se que o sistema G(z) é instavel. De fato,
considerando que G(z) representa um integrador, aplicando uma
entrada de amplitude limitada, por exemplo do tipo degrau, a saida
serd uma rampa, que nao é limitada.
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Estabilidade de sistemas de tempo discreto

Outro teste para a estabilidade BIBO, normalmente mais util nas
aplicacGes, é expresso em termos da funcdo de transferéncia em
estudo, apresentado no teorema a seguir.

Teorema 11.2

Um sistema linear, discreto e invariante no tempo, com fun¢do de
transferéncia G(z), é BIBO estdvel se e somente se todos os polos
de G(z) tém mddulo estritamente menor que 1, ou seja, estdo
localizados estritamente dentro do circulo de raio unitario.
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Exemplo 11.4

O sistema
V4

z—1
é instavel, pois possui um polo em z = 1 que n3o estd localizado
estritamente dentro do circulo de raio unitdrio (o polo de G(z) n3o
é estritamente menor que 1).

G(z) = (21)
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Exemplo 11.5

Dado o sistema
z+1

6(2)= Z 181160 (22)
Os polos de G(z) s3o as raizes do polindmio do denominador
72 —-18z+1,62=0. (23)
Logo,
z1 =0,9+0,9,
: y (24)
z> =0,9-0,9/.
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Exemplo 11.5

Conforme mostrado na Figura 11.26, os polos de G(z) estdo loca-
lizados fora do circulo unitario,! pois |z1| = |z| = /0,92 + 0,92 =
1,27 > 1. Portanto, o sistema G(z) é instavel.

alm

Circulo
unitario

Figura 11.26 Posigao dos polos de G(z).

1Circulo unitério é o circulo aberto de raio 1 e centro na origem do plano

complexo z.
20/30



Critério de Routh

O critério de Routh, visto anteriormente para analisar a estabilidade

de sistemas continuos no plano s, também pode ser utilizado para

analisar a estabilidade de sistemas discretos no plano z. Para isso

basta realizar uma transformac3o bilinear, que consiste em substituir

a varidvel complexa z por uma expressao na varidvel v, dada por
v+1

z=-—— (25)

Escrevendo v na forma cartesiana o + jw, tem-se que

1 w+1 1) + w?
PPN Ch i LA Lk PSR Gt Bl P E
-1 o+ jw—1 (0 — 1) +w?
=0’ +20+14+w?> <0’ —-20+1+w’>=40<0
=0 <0.
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Critério de Routh

Portanto, conforme é mostrado na Figura 11.27, por meio da transformac3o
bilinear (25) consegue-se mapear o interior do circulo unitdrio (|z| < 1) no
semiplano esquerdo aberto (o < 0) da varidvel complexa v (sem precisar

recorrer 3 exponencial: z = e%’ nem conhecer o periodo de amostragem).
Plano v Plano z
alm alm

Figura 11.27 Mapeamento do plano z no plano v.

Assim, para determinar a estabilidade de sistemas discretos basta aplicar
a transformag&o bilinear (25) no denominador da fun¢do de transferéncia
na varidvel complexa z e depois aplicar o critério de Routh na varidvel
complexa v.
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Critério de Jury

Considere o sistema da Figura 11.28.

U(z) G) Y(2)

Figura 11.28 Funcio de transferéncia G(z) de um sistema discreto.

Suponha que a fungdo de transferéncia G(z) seja dada por

Y(2) N(z) N(z)
U(z) apz"+a1z"1+...+a,1z+a, D(z2)
(26)
O critério de estabilidade de Jury é aplicado para sistemas discretos,
e permite determinar se um sistema G(z) é estdvel ou n3o sem
precisar calcular as raizes do polinémio do denominador D(z) da
fung¢do de transferéncia G(z).
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Critério de Jury

Suponha que o polindmio D(z) seja dado por
D(z) = aoz" + a12" "+ ...+ ap—1z + an, com ag > 0. (27)

n—1

A seguir deve-se construir a tabela de estabilidade de Jury de acordo com a

Tabela 11.1.
Tabela 11.1 Tabela de estabilidade de Jury

Linha 20 P2 22 23 g2 P on
1 an Up_1 Op_o (Gp-3 ... 02 a ag
2 ag a Uy as oo Gp_g  OGnp_y G
3 b1 bun-2 bnz bua ... b bo
4 bo by by b3 e bpo by
5 Cn-2 Cn-3 Cn—4 Cn—5 <o Co
6 Co C 2 c3 ce. Cp—2

2n—5 | p3 P2 /4! Po
2n—4 | po 1 P2 P3
2n—3 | q q q0
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Critério de Jury

De acordo com a Tabela 11.1 a primeira linha é composta pelos coefici-
entes do polinémio D(z), alinhados em poténcias ascendentes de z. Os
elementos da segunda linha s3o alinhados de maneira inversa a da primeira.
Os elementos de qualquer linha par si3o alinhados de maneira inversa a de
qualquer linha impar imediatamente anterior. A dltima linha da tabela é
composta por apenas trés elementos (g2, g1 € go). Os elementos da linha
3 até a linha 2n — 3 s3o calculados através dos seguintes determinantes:

bk = an  an—1-k k:O;172a"'7n_1’
ap Ak+1
. bI'I71 bn—27/< —
%= b bea| K=OL2-n=2
P3 P2—«k
_ k=0,1,2.
U Po  Pi+1
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Critério de Jury

Critério de Jury: um sistema com equagdo caracteristica D(z) = 0 é
estavel se todas as condi¢des a seguir sdo satisfeitas.

1) |an| < ao;
2) D(2)|z=1 > 0;

> 0 para n par,

< 0 para n impar.

3) D(Z)|z=—1{
|bn—1] > |bol
|cn—2| > |col

4)

|g2| > |qol-

26/30



Determine se o sistema

G(2) z—0,2

= 2
73+ 2,122 + 2,08z + 0,64 (28)

é estdvel ou instavel
a) Usando a transformag3o bilinear e o critério de Routh;

b) Usando o critério de Jury.
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‘Exercicio 11.2

e se 0 sistema

ério de Routh, deter

—02

Usando a transformagao bilinear o crit

G(z) 082 +0.64
& estavel ou instével.
Solugio
A cquagio caracteristica da fungio de transferéncia (11.69) ¢
42,17 42,082 +0,64=0. (1.70)
Aplicando a transformagao bilinear (11.58),
a 2
w1\ o (241 a0s Q‘)m.o a1y
“\e=1 u=1
Multiplicando a Equagio (11.71) por (v — 1)°.
(04 1P+ 20(0 + 12(0 ~ 1) + 2,080 + 1) — 1 + 064(v - 1)* =0 (1172)
Expandindo a Equagio (11.72), obtéu-se
5820% + 1,167 + 0,740 + 0,34 = 0 (11.73)

Como todos os coeficientes do polinomio (11.73) estdo presentes e tém o mesmo sinal, &
necessério montar a seguinte tabela de Routh:

o 071
v 034
o
W0

12 coluna
de cocficientes

b

106, o = o034
0

_ 11,074~ 582.034
= SR

=034

Como by < 0, hi duas mudangas de sinal na 1% coluna de cooficientes da tabela de Routh
Logo. o polinomio na varivel v possui duas

s 10 semiplano direito,

Com isso o polinomio
(11.70) na varifvel = possui duss izes Tora do cireulo witrio, P

It ortanto, o sistema (11.69) ¢
De fato, os polos de G(z) sio
= 0BH08 L = 0808 ¢ 5o g
sendo |2] = |za] = JOSZ 4 082 2 113 5 |
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L1 Bxercicios resolvido,

Exercicio 11.3 2 .

Usando o eritério de Jury,
fe Jury, determmine se o sistema (11.69) ¢ estavel ou instivel.
Solugio

O polindmio D(z) ¢ dado por

Diz) = 2% + 2,127 + 2,082 + 0,64 11.74)
0Os coeficientes de D(z) sio
=1, =21, 0,=208 ¢ o3
A primeira condigio ¢ satisfeita, pois
las] < ag = 0.64] < 1 (11.73)
A segunda condigio também ¢ satisfeita, pois
Diz)lzm1 = 1+2,1 +208+064=582>0 (11.76)
Sendo fmpar o grau de D(z), pois n = 3, entio da terceira condigio tem-se que
D ~1421-208+061= 034<0, (1.77)

ou seja, a terceira condigio ¢ verdadeira.

Na Tabela 11.3 & construida a tabela de estabilidade de Jury.

Tabela 11.3 Tabela de estabilidade de Jury

o 2 2
1 0.64 2,08 21 X
2 1 2.1 2.08 0,64
064 1
= [ 1 064 l
064 21
fo=| 208
0,64 2,08
b= 21
20,5904
Da Tabela 11.3 verifica-se que a quarta condigio & falsa, pois
Ihz] < [bol = | ~0,5904] < | - 0,7360] (11.78)

satisfeitas, entio o sistema (11.69) &

Como nem todas as condigoes do critério de Jury

instavel.

29/30



Bibliografia

Os slides dessa aula foram baseados em

@ Castrucci, Plinio B. de L.; Bittar, Anselmo; Sales, Roberto M.
“Controle Automatico”, 27 edicdo, LTC, 2018.
ISBN: 9788521635499. — Capitulo 11.

30/30



