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Diagramas de Nyquist

S3o diagramas polares que permitem represen-
tar as respostas em frequéncia (mddulo e fase)
num unico grafico. Considere, por exemplo, o
sistema de primeira ordem

1
C Ts+1°

G(s) 1

O médulo de G(jw) é dado por

. 1 1
66u) = | |- - O

e a fase de G(jw) por

/G(jw) = —arctan(wT). 3)

Para desenhar o diagrama polar da funcgio
G(jw) basta calcular o médulo e a fase de
G(jw) para frequéncia 0 < w < oo.

Na tabela abaixo sdo apresentados alguns va-
lores do médulo e da fase de G(jw).

Tabela: Médulo e fase da fun¢do G(jw) (1)

w [GGw)] G(w)
0 1 0°
1/T 1/V2 —45°
oo 0 —90°

Prova-se que o diagrama de Nyquist da fungdo
G(jw) (1) é uma semicircunferéncia, conforme
representado na Figura 5.21.

w— o

Im

Figura 5.21 Diagrama de Nyquist da funcao G(jw) (5.76).
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Diagramas de Nyquist

Na tabela abaixo sdo apresentados alguns valo-

res do médulo e da fase de G(jw) para algumas
Considere agora a funcdo de transferéncia de frequéncias 0 < w < oo.

um sistema de segunda ordem
Tabela: Médulo e fase da fungdo G(jw) (4)

W2 o 1600 [ 75G=)
G(s)= ——F——, 0<é<. i
) $2 + 28wns + w? ¢ wn 1/(025) 7198%00
(4) - =

O médulo de G(jw) é dad
médulo de G(juw) € dado por Os diagramas de Nyquist da funcdo G(jw) (4)

W2 para & = 0,5 e £ = 1 sdo apresentados na
G(jw)| = n Figura 5.22.
56 = | G et 2
= ! (5) 0
232 2
Ve-5)+ (%)
e a fase de G(jw) por Im
28w

/G(jw) = —arctan % . (6)
1-— (i> -0.5 0 n 0.5 1
n €

Figura 5.22 Diagrama de Nyquist da fungao G(jw) (5.79).
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Estabilidade de sistemas com realimentacao

@ No Capitulo 3 do livro texto é estudada a BIBO estabilidade de sistemas
lineares por meio da condicdo necessdria e suficiente de que os seus polos
estejam localizados no semiplano esquerdo aberto do plano s.

@ Respostas em frequéncia de sistemas instdveis ndo tem significado fisico, pois
nao sao mensurdveis. Uma vez energizados estes sistemas, qualquer excitacao
ou ruido é suficiente para levar a saida a disparar até valores infinitos, seja
com crescimento monotoénico, seja com oscilagdo crescente. No entanto, tem
sido de extrema importancia para a tecnologia de sistemas de controle o fato
de existir um conjunto de condi¢Ges sobre a resposta em frequéncia de malha
aberta, que garante a estabilidade do sistema quando a malha é fechada.

@ Tais condigdes foram originalmente estabelecidas pelo teorema de Nyquist,
que foi um dos mais bem-sucedidos resultados teéricos da engenharia de con-
trole do Século XX.

@ Em 1932 Nyquist publicou o seu Critério de Estabilidade, resultado da aplicacdo
magistral da Transformada de Laplace e do Principio do Argumento de Cau-
chy.

@ Era a teoria certa para transformar pratica e intuicdo em engenharia, pois ela
permitia garantir estabilidade a partir de medidas nos componentes, e assim

projetar com seguranga os controladores.
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Principio do argumento

Considere uma fungio racional F(s) da varidvel complexa s dada por

o a)s-2) (s z)
F(S)—k(s_pl)(s_pz)...(s—Pn)7 )

sendo 7,2, ...,z, os zeros de F(s), p1,p2,...,pn 0s polos de F(s) e k o ganho.

Principio do Argumento de Cauchy

Suponha que um ponto do plano s percorra uma curva fechada 7 neste plano,
no sentido hordrio, e que o correspondente ponto F(s) percorra outra curva T,
também fechada, no plano F(s). O nimero N de vezes que a curva I envolve a
origem no plano F(s), no sentido horario, é igual ao nlimero de zeros N, menos o
ndmero de polos N, da fun¢do F(s), que estdo internos a curva -, ou seja,

N=N,—N,. (8)

Observacoes:
@ Supde-se que a curva v ndo contém polos e nem zeros de F(s) sobre ela;
@ O numero N negativo representa envolvimentos no sentido anti-horario.
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Principio do argumento

Na Figura 5.23 s3o apresentados exemplos de aplicacdo do Principio do
Argumento.

Plano s A i Plano F(‘v)

4
% X——O—» (0 b
P, Py Py 23 Lj
O,

Figura 5.23 (a) Exemplo de aplicagdo do principio do argumento.

<
X

Na Figura 5.23(a) a curva 7 envolve o zero z; (N, = 1) e nenhum polo
(Np = 0) no sentido horario. Logo, a curva ' do plano F(s) deve envolver
a origem uma vez no sentido horario, pois N=1—-0=1.
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Principio do argumento

Plano s A Plano F{(s) A

(O
-

(b) O;Q

Figura 5.23 (b) Exemplo de aplica¢do do principio do argumento.

Na Figura 5.23(b) a curva v envolve o zero z3 (N, = 1) e o polo p3
(Np = 1) no sentido horario. Logo, a curva I do plano F(s) nio deve
envolver a origem nenhuma vez, pois N =1—-1=0.
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Principio do argumento

Plano s A Plano F(s) A

=

v

XX
. O 0
P, P,

(¢)

Figura 5.23 (c) Exemplo de aplicagdo do principio do argumento.

Na Figura 5.23(c) a curva 7 envolve os zeros z1, z» e z3 (N; = 3) e 0
polo p3 (N, = 1) no sentido hordrio. Logo, a curva I' do plano F(s) deve
envolver a origem duas vezes no sentido horario, pois N =3 —1 = 2.
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Principio do argumento

Plano s A Plano F(s)

A\ 4

Figura 5.23 (d) Exemplo de aplicagdo do principio do argumento.

Na Figura 5.23(d) a curva 7 envolve o polo p3 (N, = 1) e nenhum zero
(N, = 0) no sentido hordrio. Logo, o nimero de envolvimentos da origem
pela curva ' no plano F(s) é N =0—1 = —1. Como o sinal de N é
negativo, a curva [ deve envolver a origem uma vez em sentido contrdrio,
isto €, no sentido anti-horario.
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Critério de estabilidade de Nyquist

Considere o sistema em malha fechada da Fi-
gura 5.24.

R(s) +
—>

Figura 5.24 Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada.

A fungdo de transferéncia de malha fechada é
dada por

Y(s) __ Gs) ©
R(s) 1+ G(s)H(s)

Os polos de malha fechada sdo as raizes da
equac3o caracteristica

1+ G(s)H(s) = 0. (10)

A fungdo de transferéncia de malha aberta
G(s)H(s) pode ser escrita como o quociente
de dois polindmios, ou seja,

N(s)
D(s)

G(s)H(s) = (11)

Assim, a Equag3o (10) pode ser escrita como

N(s) _ D(s)+ N(s)

HHEEHE =150 = b

=0.

(12)
Denotando o semiplano direito do plano s por
SPD, da Equagdo (12) definem-se:

@ N, igual ao nimero de zeros de 1 +
G(s)H(s) no SPD, que é o nimero de
polos de malha fechada no SPD (raizes
de D(s) + N(s) no SPD);

@ N, igual ao nimero de polos de 1 +
G(s)H(s) no SPD, que é o nimero de
polos de malha aberta no SPD (raizes
de D(s) no SPD).
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Critério de estabilidade de Nyquist

A Im Plano s
Para que o sistema em malha fe-
chada (9) seja BIBO estavel é ne-
cessario que n3o tenha qualquer t vy
polo localizado no semiplano di-
reito do plano s e também sobre
o eixo imaginario (N, = 0).

Esta condigcdo pode ser verificada
por meio do Principio do Argu-
mento:

Suponha uma curva fechada =,
denominada contorno de Nyquist,
constituida do eixo imaginario
do plano s e de uma semi-
circunferéncia de raio r arbitrari-
amente grande, que envolva in-
teiramente o semiplano direito de
s, conforme é mostrado na Fi-
gura 5.25.

Figura 5.25 Contorno de Nyquist.

Seja I a curva representativa da imagem de 1 +
G(s)H(s), calculada sobre a curva . Suponha que
1+ G(s)H(s) possua N, polos no semiplano direito
de s e que I envolva a origem N vezes no sentido
horario. Pelo Principio do Argumento, o niimero de
zeros N, envolvido por v é

N, = N+ N,. (13)
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Critério de estabilidade de Nyquist

Como N; é o nimero de polos de malha
fechada no semiplano direito do plano s,
ent3o o sistema (9) é estdvel se e somente se
N, = 0, ou seja,

N =—N,, (14)

que € o critério de estabilidade de Nyquist.

Geralmente, desenha-se a curva de G(s)H(s)
em vez de 1 + G(s)H(s). Nesse caso, o
nimero de envolvimentos da origem do plano
1 4+ G(s)H(s) se transforma no nimero de
envolvimentos do ponto —1 + jO do plano
G(s)H(s).

Portanto, o critério de estabilidade de Nyquist
pode ser enunciado assim:

Um sistema em malha fechada é estdvel se e so-
mente se o niimero de envolvimentos do ponto
—1+ O pela curva G(s)H(s) no sentido anti-
horario for igual ao nimero de polos de malha
aberta com parte real positiva.

@ Se G(s)H(s) ndo possuir polos no

semiplano direito de s (N, = 0),
entdo, para que o sistema em ma-
Iha fechada seja estavel, a curva
de G(s)H(s) ndo deve envolver o
ponto —1 + 0.

Se o nimero de polos de malha
aberta com parte real positiva N,
for diferente de zero, entdo N é
negativo. Com isso, o nimero de
envolvimentos do ponto —1 + 0
deve ocorrer em sentido contrario,
ou seja, no sentido anti-horério.

O tragado do diagrama polar de
Nyquist é a imagem do eixo s =
jw do contorno de Nyquist da Fi-
gura 5.25 para —o0 < w < 0.
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Exemplo 5.5

Considere um sistema com a funcao de transferéncia de malha aberta

10

CEHE) = Do 11

(15)
cujos polos em malha aberta sdo s = —1 e s = —10 (ou seja, o ndmero de polos de malha
aberta no SPD = 0, ent3o, para ser estavel em malha-fechada, o diagrama de Nyquist de
G(s)H(s) ndo pode envolver —1 + j0).

Para calcular o diagrama de Nyquist de G(s)H(s), considere que o médulo de G(jw)H(jw)
é dado por

e 10
(GUH) = ey T (16)
e a fase por
G(jw)H(jw) = —arctan(w) — arctan(0,1w). (17)

Na tabela abaixo sdo apresentados os valores do médulo e da fase de G(jw)H(jw) para
algumas frequéncias 0 < w < 0.

Tabela: Mddulo e fase da fungdo (15)
@ 0 05 13 32 10 100 o
[GGw)HGW) | 10 8,93 6,05 2,84 0,70 0,01 0
/GUw)H(jw) | 0° —2943° —59,84° —00,39° —129,29° 173,72° —180°
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Exemplo 5.5

O contorno de Nyquist é apresentado na Figura 5.26, e o correspondente
diagrama polar de Nyquist da fungdo (15) para —o00 < w < oo é apre-
sentado na Figura 5.27. O tragado do diagrama polar da Figura 5.27 é a
imagem do eixo jw do contorno de Nyquist. J& a semicircunferéncia de raio
infinito no semiplano direito de s é mapeada na origem do diagrama polar
de G(jw)H(jw).

A Im Plano s
w — +00

Figura 5.26 Contorno de Nyquist.
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Exemplo 5.5

O sistema em malha aberta (15) ndo possui polos no semiplano direito (N, = 0). Con-
forme é mostrado na Figura 5.27, o diagrama polar de Nyquist n3o envolve o ponto
—1+4 40 (N = 0). Portanto, conclui-se que o sistema em malha fechada ¢ estdvel

270

Figura 5.27 Diagrama polar de Nyquist da fungao (5.90). 15/34



Exemplo 5.6

Considere um sistema com a funcao de transferéncia de malha aberta

2
G(s)H(s) = 18
HE) = Gas— Do+ 1) (18)
cujos polos sdo s = 42 e s = —10 (ou seja, o nimero de polos de malha aberta no SPD

= 1, entdo, para ser estavel em malha-fechada, o diagrama de Nyquist de G(s)H(s) deve
envolver —1 4 jO uma vez no sentido anti-hordrio).
O médulo de G(jw)H(jw) é dado por

2

UG = s T 1001 1 1 (19)

e a fase de G(jw)H(jw) = G50 (o1 ¢ dada por

1-0,5jw) (140, Ljw

/G(jw)H(jw) = —180° — arctan(—0,5w) — arctan(0,1w)
= —180° + arctan(0,5w) — arctan(0,1w). (20)

Na tabela abaixo sdo apresentados os valores do médulo e da fase de G(jw)H(jw) para
algumas frequéncias 0 < w < oo.

Tabela: Médulo e fase da fungdo (18)
w 0 16 3.2 12,2 o
[GGw)HGw)] 2 15 1,0 0,2 0
G(w)H(w) | —180° —150,4° —139,8° —150,0° —180°
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Exemplo 5.6

O contorno de Nyquist é o mesmo da Figura 5.26 (repetida abaixo). O di-
agrama polar de Nyquist da fungdo (18) para —oco < w < oo é apresentado
na Figura 5.28. O tracado do diagrama polar é a imagem do eixo jw do
contorno de Nyquist. Ja a semicircunferéncia de raio infinito no semiplano
direito de s do contorno de Nyquist, é mapeada num Unico ponto do dia-
grama polar, isto é, na origem.

A Im Plano s
w — 400

Figura 5.26 Contorno de Nyquist.
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Exemplo 5.6

O sistema em malha aberta (18) possui um polo no semiplano direito (N, = 1). Como o
diagrama polar envolve o ponto —1+j0 uma vez no sentido anti-hordrio (N = —N, = —1),
entdo o sistema em malha fechada é estdvel.

270

Figura 5.28 Diagrama polar de Nyquist da funcao (5.93).
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Exercicio

Considere um sistema que tem a funcdo de transferéncia de malha aberta

k

G(s)H(s) = G112

(21)

a) Complete a tabela de médulo e fase de G(s)H(s) para s = jw
w 0[{05|1|5|10]| x
|GUw)H(w)|
£G(jw)H(jw)
b) Esboce o diagrama polar de Nyquist e analise a estabilidade do
sistema respondendo: para qual faixa de valores de k o sistema é
estavel?
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Solucdo

Nesse exercicio, os polos em malha aberta sdo s = +1 e s = —2 (ou seja, o niimero de
polos de malha aberta no SPD = 1, ent3o, para ser estdvel em malha-fechada, o diagrama
de Nyquist de G(s)H(s) deve envolver —1 + jO uma vez no sentido anti-horario).

O médulo de G(jw)H(jw) é dado por

k

GCUw)H(jw)| = ————F7——— 22
GlwH()| = Tt e (22)
e a fase de G(jw)H(jw) = m para um k > 0 é dada por
G(jw)H(jw) = —180° — arctan(—w) — arctan(w/2)
= —180° + arctan(w) — arctan(0,5w). (23)

Na tabela abaixo s3o apresentados os valores do médulo e da fase de G(jw)H(jw) para
algumas frequéncias 0 < w < oo.

w 0 0,5 1 5 10 0
|G(jw)H(jw)| 0,5k 0,44k 0,32k 0,04k 0,01k (0]
/G(jw)H(jw) | —180° | —167,5° | —161,6° | —169,5° | —174,4° | —180°
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Solucdo

Como o sistema em malha aberta possui um polo no semiplano direito e o diagrama polar
envolve o ponto —1+ 0 uma vez no sentido anti-hordrio (N = —1) apenas quando k > 2,
entdo o sistema em malha fechada é estavel para k > 2.

Diagrama de Nyquist
04

03r

02+ - = 4

imaginario
\

02t - ]

-04

real
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ANEXO:
Exemplos de diagrama de Nyquist com
polos sobre o eixo imaginario.
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Exemplo 5.7

Considere um servomecanismo com fun¢do de transferéncia de malha aberta

k

G(s)H(s) = m,

(24)
cujos polos sio s =0es=—-1/T,com k>0e T > 0.

O Principio do Argumento pressup&e que o contorno de Nyquist v ndo passe
sobre os polos de malha aberta. Ent3o, assim como acontece nesse caso,
se a fungdo de transferéncia G(s)H(s) possui polos sobre o eixo imaginario
é preciso fazer um artificio para que a curva « desvie desses polos. Isto é
possivel por meio de semicircunferéncias de raio p arbitrariamente pequeno
no semiplano direito de s.
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Como a fungdo (24) possui um polo na origem, o contorno de Nyquist
deve ter o aspecto da Figura 5.29(a). Para desenhar o diagrama polar de

Nyquist é preciso analisar o percurso de Nyquist em cada trecho do seu
contorno.

Plano s Im Plano G(s)H(s)

C
w=0"

(a) (b)

Figura 5.29 (a) Contorno de Nyquist. (b) Diagrama polar.
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Exemplo 5.7

@ trecho abc: representa a pequena semicircunferéncia de raio p em torno
do polo na origem no contorno de Nyquist, ou seja,

s=pe/® para —90° < ¢ < 90°. (25)

O mapeamento de G(s)H(s) para p — 0 ¢é

k
pl_% (5) (S) pTO S( Ts + 1) s=el®
k Ko
L | ' ~ 2o it 26
0 pei®(Tpel® +1) — po0p© 0

Portanto, para p — 0 o médulo de G(jw)H(jw) tende a infinito. Como
a fase ¢ varia de —90° a 4+90°, a fase de G(jw)H(jw) varia de +90°
a —90° no diagrama polar. O trecho abc correspondente no diagrama
polar é mostrado na Figura 5.29(b).
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Exemplo 5.7

e trecho cd: a frequéncia varia de w = 0% a w = +o00. Substituindo s
por jw na Equagdo (24) o médulo de G(jw)H(jw) é dado por

. ) k k
GG = || = s @)
e a fase é dada por
G(jw)H(jw) = —90° — arctan(wT). (28)

Assim,

o paraw = 0" = |G(jw)H(jw)| = oo e gG(jw)H(j )=-90°e

e para w = +o0 = |G(jw)H(jw)| =0 e /G(jw)H(jw) = —180°.
Portanto, o trecho cd do contorno de Nyquist é mapeado no trecho
que vai do ponto ¢ até a origem do diagrama polar.
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Exemplo 5.7

@ trecho de: a frequéncia varia de w = 400 a w = —oo. Neste caso,
|G(jw)H(jw)| = 0 e o mapeamento corresponde a um dnico ponto,
que é a origem do diagrama polar.

@ trecho €a: a frequéncia varia de w = —o0 a w = 07. Como G(s)H(s)
é uma func3o racional, o gréfico polar é simétrico com relagcdo ao eixo
real. Portanto, o trecho €a do contorno de Nyquist é mapeado no
trecho que vai da origem até o ponto a no diagrama polar.

Logo, como o sistema em malha aberta (24) n3o possui polos no semiplano
direito (N, = 0) e como o diagrama polar de Nyquist da Figura 5.29(b)
ndo envolve o ponto —1 + j0 (N = 0), conclui-se que o sistema em malha
fechada é estavel.
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Exemplo 5.8

Considere um sistema de posicionamento com um elemento de integracdo como, por
exemplo, um motor elétrico que tem a fungdo de transferéncia de malha aberta

k
G(s)H(s) = —— 29
()H(s) = Sy (29)
cujos polos sdo s =0, s = —1 (polo duplo). Como a fun¢do (29) tem um polo na origem,
o contorno de Nyquist tem o formato da Figura 5.30.
Plano s
w — +00
w =07
c ‘Rc
1 -0, 9 i
w =07
€
W — —00

Figura 5.30 Contorno de Nyquist. 2834



Exemplo 5.8

Para desenhar o diagrama polar de Nyquist é preciso analisar o percurso de
Nyquist em cada trecho do seu contorno.
@ trecho abc: representa a pequena semicircunferéncia de raio p em torno
do polo na origem no contorno de Nyquist, ou seja,

s=pef® para —90° < ¢ < 90°. (30)
O mapeamento de G(s)H(s) para p — 0 é

lim — & lim Xei?.
p—0 pel¢ p—0 p

(31)
Portanto, para p — 0 o0 médulo de G(jw)H(jw) tende a infinito. Como
a fase ¢ varia de —90° a +-90°, a fase de G(jw)H(jw) varia de +90°
a —90° no diagrama polar. O trecho abc correspondente no diagrama
polar é mostrado na Figura 5.31.

k
li H(s) = lm ————
p[)nO G(S) (S) pTO pel¢(pel¢ + ].)2

12
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Exemplo 5.8

Figura 5.31 Diagrama polar de Nyquist. (a) Estavel & < 2. (b) Instavel k& > 2.
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Exemplo 5.8

@ trecho cd: a frequéncia varia de w = 0% a w = +o00. Substituindo s por jw
na Equagdo (29), obtém-se

k k k
UHU) = o 1R ~ fo 4 2o D)~ 2 i )
B k k(2w tj(l—u?) 32)
o —w(Pw—j(1-w?)  w\ wrt2w?41 )
O médulo de G(jw)H(jw) é dado por
. . k
|GUw)H(jw)| = m (33)
e a fase é dada por
/G(jw)H(jw) = —90° — 2arctan(w). (34)

Assim,
o para w =0" = |G(jw)H(jw)| = 0 e /G(jw)H(jw) = —90° e
e para w — +00 = |G(jw)H(jw)| =0 e /G(jw)H(jw) = —270°.
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Exemplo 5.8

Portanto, o trecho cd do contorno de Nyquist é mapeado no trecho que
vai do ponto ¢ até a origem no diagrama polar. Para que a fase de
G(jw)H(jw) seja —270° em w — +o0, o diagrama polar deve cruzar o
eixo real. No ponto de cruzamento a parte imagindria de G(jw)H(jw) é
zero. Da Equagdo (32) verifica-se que isso ocorre para j(1 — w?) = 0, ou
seja, w = 1. Com isso, o ponto de cruzamento com o eixo real ocorre em

k 2w k
S (S S = ——, 35
w <w4+2w2+1)’w1 2 (35)
Como o sistema em malha aberta (29) n3o possui polos no semiplano direito
(Np = 0), para que o sistema em malha fechada seja estdvel N = —N, =

0, ou seja, o diagrama de Nyquist nao deve envolver o ponto —1 + ;0O
(Figura 5.31(a)). Isso ocorre desde que

k



Exemplo 5.8

Conforme a Figura 5.31(b), para k > 2 o diagrama de Nyquist envolve duas
vezes (N = 2) no sentido hordrio o ponto —1+ 0. Com isso, o sistema em
malha fechada tera 2 polos no semiplano direito (N, = 2) e serd instavel.
Para k = 2, o diagrama cruza o eixo real exatamente no ponto —1 + 0,
sendo também instdvel.

e trecho de: a frequéncia varia de w = 400 a w = —oo. Neste caso
|G(jw)H(jw)| = 0 e 0 mapeamento corresponde a um tnico ponto,
que é a origem do diagrama polar.

@ trecho ea: a frequéncia variade w=—-ocoaw=0". Como o
diagrama polar deve ser simétrico com relacdo ao eixo real, o trecho

ea do contorno de Nyquist é mapeado no trecho que vai da origem
até o ponto a no diagrama polar.
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