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Introducao

@ O método do lugar geométrico das raizes foi criado por W.
R. Evans e consiste em um grafico, construido a partir do
conhecimento dos polos e zeros do sistema em malha aberta,
que permite visualizar de que forma os polos do sistema em
malha fechada variam quando se altera o valor do ganho do
sistema em malha aberta;

@ Este método é um excelente instrumento de andlise dos efeitos
dindmicos da realimentacao de sinais, sem que para isso seja
necessario calcular solu¢des de equagdes diferenciais lineares.

@ Atualmente esta técnica é aplicada no projeto de sistemas de
controle por meio de pacotes computacionais.
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O método do Lugar Geométrico das Raizes (L.G.R.)

Considere o sistema em malha fechada da Figura abaixo

R(s) + G(s) Y(s)

v

H(s)

Figura 4.1 Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada.

Os polos de malha fechada s3o as raizes
Sabendo que da equacdo caracteristica (denominador
da fun¢do de transferéncia igual a 0):
Y(s) = G(s) (R(s) — H(s)Y (s))
= Y(s) (1 + G(s)H(s)) = G(s)R(s), 1+ G(s)H(s) =0, (@)

a funcio de transferéncia de malha ou, na forma complexa
fechada da entrada R(s) para a saida Y(s)

é dada por G(s)H(s) = —1+ O, (3)
Y(s) _ G(s) 1) em que G(s)H(s) é a fungdo de
R(s) 14 G(s)H(s) transferéncia em malha aberta do sistema

da Figura 4.1.
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O método do Lugar Geométrico das Raizes (L.G.R.)

Como é complexa, a Equacdo (3) pode ser separada em médulo:
[G(s)H(s)| = | = 1+ 0| = \/Re{(~1+0)}? + Im(~1 + jO)?

VO E=Vie

e fase:
/G(s)H(s) -t <%) =sen ! (%) =sen '(0) = 180°

(s) = sen
/G(s)H(s) = cos™" (%) — cos™ (Tl) — cos}(~1) = 180°

Condicdo de mdédulo

|G(s)H(s)| = 1. (4)
Condicgdo de fase

G(s)H(s) = 180° &+ r360°(r = 0,1,2,...)
= +miltiplo impar de 180° (5)
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O método do Lugar Geométrico das Raizes (L.G.R.)

e 2o escrits ds Torma asovd, nciands s
pode ser escrita de forma fatorada, evidenciando seus € rase

polos e zeros

Da equacdo (6), a condicdo de fase pode ser reescrita
como
k(s — z1)(s — 22) . . . (5 — zm) JG(SH(s)=fs—z1+ s =2+ -+ s —2zm

O = =) e O Lm o=

=180° 4+ r360° (r=0,1,2,...). (9)

em que
° . d lha ab Conforme representado na Figura 4.2 abaixo, a fase do
21,22, - - - ,Zm S0 os zeros de malha aberta, vetor s — p é o angulo 6, medido no sentido
@ pi,p, ... ,py sdo os polos de malha aberta e anti-horario a partir do eixo real.
@ K > 0 ¢ o coeficiente de ganho, suposto Im

positivo.

Condi¢do de Médulo

Da equacdo (6), a condi¢do de médulo pode ser

reescrita como > Re
\
1G(s)H(s)| = kls —zills = 2| ...|s —zm| 2 Figura 4.2 Fase 6 do ntimero complexo s — p.
Is = pills — p2l ... Is = pal
(7) O que é o lugar geométrico das raizes?
Assim, o valor do ganho k, associado a qualquer ponto
do plano s, pode ser obtido por O lugar geométrico das raizes (L.G.R) é um grafico no
plano s que mostra a posi¢do de todos os polos de malha
5 = mllls = @l Is — pnl fechada quando o ganho k varia de 0 a co.
= P1 P2l ( i (8) A condi¢do de fase (9) é a condicdo geométrica que
|s —zi||s — z| ... |s — zm| permite determinar se um dado ponto pertence ou nio

ao L.G.R.
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Exemplo 4.1

Deseja-se determinar o lugar das raizes
sobre o eixo real do sistema em
malha fechada com realimentacg3o unitéria
(H(s) = 1) da Figura 4.3.

R(s) + k (s+1) Y(s)
—
s (s+2)
Figura 4.3 Sistema em malha fechada com realimentagio unitdria.

com fung¢do de transferéncia de malha
aberta dada por

k(s+1)

G(s)H(s) = G(s)- 1= 512

(10)

Solugao
A condicdo de fase é dada por

/G(s) = £miiltiplo impar de 180°
=/s+1—ys—/s+2.

Para verificar quais sdo os segmentos do
eixo real que pertencem ao lugar das
raizes, basta selecionar pontos de teste ao
acaso (s1, s2, s3 € sa), conforme mostrado
na Figura 4.4, e depois verificar quais sdo
os pontos que satisfazem a condi¢do de
fase.

Figura 4.4 Pontos de teste do eixo real.
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Exemplo 4.1

Im

Figura 4.4 Pontos de teste do eixo real.

= Para s; = 0,5:
G(s)=/s1+1—ys1—/s1+2=0°
(N30 é multiplo impar de £180°)

= Para s, = —0,5:

G(s)=/s2+1— /52— /5o +2=—180°
E multiplo impar de £180°)

= Para s3 = —1,5:
G(s)=/s3+1—ys3—/s3+2=0°
N3o é miiltiplo impar de £180°)

= Para s, = —2,5:

G(s) = /ss +1—s4a — /ss +2 = —180°
E multiplo impar de £180°)

@ Entre os pontos testados (s1,s2,s3
e s4) a condigdo de fase é satisfeita
apenas para sy € ss.

@ Note que a condigdo de fase
também é satisfeita para qualquer
outro ponto que for escolhido nos
segmentos de reta entre 0 e —1 e
entre —2 e —oo.

@ Portanto, o lugar das raizes de
todos os polos de malha fechada
sobre o eixo real se encontra nesses
dois segmentos.
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Exemplo 4.1

Os polos de malha fechada também podem ser calculados a partir da
func3o de transferéncia de malha fechada

k(s+1)
Y(s) _ G(s) __s(s+2) k(s+1) (11)
R(s) 1+ G(s) k(s+1) s2+(2+k)s+ k'
s(s+2)

Variando-se o ganho k, pode-se obter os polos de malha fechada
(s =[—(2+ k) & V4 — 2k + k2 — 4k]/2) de acordo com a tabela abaixo.

k=0 51 = 0 So = -2
k=01 | ss=-005 | s, = 2,05
k=1 51 = —0,38 S = —2,62
k=5 |si=-08l]s=-619
k=10 s =—0,90 | s, =—-11,10
k=100 | ss = —0,99 | s, = —101,01
k—o00 | 51— -1 Sp — —00

Analisando-se a tabela acima, verifica-se que a medida que o ganho k varia
de zero a infinito os polos de malha fechada s; e s, variam, respectivamente,
de0a—-1ede —2a —oc.
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Exemplo 4.1

O gréfico do lugar geométrico das raizes de todos os polos de malha fechada é
representado pelas linhas grossas da Figura 4.5.

Figura 4.5 Lugar geométrico das raizes.

Analisando-se as Figuras 4.4 e 4.5 verifica-se que:

@ A direita do polo s = 0 n3o ha raizes, isto é, a quantidade de polos e zeros é
nula (quantidade par). Logo, o segmento do intervalo de 0 a +oo n3o faz parte
do lugar das raizes.

@ A direita do zero s = —1 h4 1 raiz (quantidade impar), isto é, ha o polo em
s = 0. Logo, o segmento do intervalo de —1 a 0 faz parte do lugar das raizes.

@ A direita do polo s = —2 ha 2 raizes (quantidade par), isto é, hd o zero em
s =—1e o poloem s =0. Logo, o segmento do intervalo de —2 a —1 n3o faz
parte do lugar das raizes.

@ Por fim, a direita de s = —oco hd 3 raizes (quantidade impar), isto é, hd o polo
ems=—2,0zeroems = —1e o poloem s =0. Logo, o sesgmento do intervalo

de —oco a —2 faz parte do lugar das raizes.

9/42



Conclusao parcial sobre o Lugar das raizes

Do Exemplo 4.1 conclui-se que:

@ se o nimero de raizes (polos ou zeros) reais a direita do ponto
de teste for impar, entdo o segmento que contém o ponto de
teste pertence ao lugar das raizes;

@ o lugar das raizes comeca em um polo e termina em um
zero, formando segmentos alternados ao longo do eixo real.
Quando a quantidade de polos for maior que a de zeros, o
lugar das raizes termina no infinito;

@ o sentido das flechas do lugar das raizes indica o sentido dos
valores crescentes do ganho k.
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Exercicio

Considere o sistema dindmico linear descrito pelo seguinte diagrama de blocos.

a) Determine a fun¢do de transferéncia em malha aberta e as raizes do sistema
representado no diagrama de blocos acima.
b) Determine a fun¢do de transferéncia em malha fechada e as raizes do sistema
representado no diagrama de blocos acima.
c) Faga uma tabela com os valores de k (para k =0, 1, 5, 10, 50, o0) e os polos
(s1 e s2) em malha fechada (usando como modelo a tabela do slide 14).
d) Desenhe o lugar geométrico das raizes do sistema usando como base os pontos
calculados na tabela da letra (c). Observe que, para k = 0 a origem do lugar
das raizes s3o os polos da fungdo de transferéncia em malha aberta e conforme
k aumenta (tende ao infinito) o lugar das raizes tende aos zeros do sistema (se
ndo houver zeros, tende ao infinito).
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Regras para tracar o lugar das raizes

Ndmero de ramos (setas que ligam um polo a um zero)

Marcar os polos e zeros da funcao de transferéncia de malha
N(s)
berta G(s)H(s) = k
aberta G(s)H(s) D(s)
respectivamente. O niimero de ramos € igual ao nimero de polos
de G(s)H(s), ou seja, nimero de raizes de D(s) = 0.

com os simbolos “X" e “0",

Simetria

Como o polinémio do denominador da funcdo de transferéncia de
malha fechada (1 + G(s)H(s) ou D(s) + kN(s)) tem coeficientes
reais, as suas raizes podem ser apenas reais ou complexas
conjugadas. Logo, o lugar das raizes é sempre simétrico em relacio
ao eixo real do plano complexo (as raizes e ramos que aparecem no
semiplano superior do plano complexo sdo espelhadas no semiplano
inferior, assim como mostrado na Figura 4.6 do slide seguinte).

12/42



Regras para tracar o lugar das raizes

Lugar das raizes sobre o eixo real

Pares de zeros ou polos complexos conjugados ndo afetam a condicao
de fase (9) sobre o eixo real. Conforme se pode verificar no exemplo da
Figura 4.6, a soma dos angulos de cada polo complexo com relacdo ao
ponto de teste s é

By + 6, = 360° # 180° + r360°(r = 0,1,2,...) (12)

4 Im

Figura 4.6 Angulos de um par de polos complexos conjugados.
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Regras para tracar o lugar das raizes

Lugar das raizes sobre o eixo real

Por outro lado, assim como mencionado anteriormente, com relacao
aos polos e zeros reais, sabe-se que:

@ cada zero ou cada polo real de malha aberta contribui com
uma fase de 180°, se estiver a direita de um ponto de teste s;

@ cada zero ou cada polo real de malha aberta n3o afeta a
condicdo de fase, se estiver a esquerda de um ponto de teste s.

Conclusao: Um ponto de teste s sobre o eixo real pertence ao
lugar das raizes se o numero total de polos e zeros a direita
deste ponto for impar.
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Pontos de inicio e término

O lugar das raizes consiste no lugar
geométrico de todos os polos de malha
fechada para 0 < k < oo. O ponto de
inicio ou partida corresponde a k — 0 e o
ponto de término ou chegada corresponde
a k — oo.

Os polos de malha fechada s3o as raizes
da equagdo caracteristica

1+ G(s)H(s) =0
N(s)

D(s)
= D(s) + kN(s) =0,

=1+k =0

ou seja,

(s=p1)(s=p2)...(s=pn)
+k(s—z1)(s—2)...(s—zm) =0.
(13)

Regras para tracar o lugar das raizes

Para k — 0 as raizes da Equagdo (13)
tendem para as raizes de

(s—p1)(s—p2)-..(s—pn) =0.

Conclusao 1: O lugar das raizes comeca
nos polos de malha aberta.

Da condigdo de mdédulo apresentada
anteriormente |G(s)H(s)| = 1 tem-se que

k|s — s—2z...|s —
s—zlls— 2. ls—znl _, _
|s = p1lls = p2| ... |s — pn
\s—zl||s—zg\...|s—zm|:1' (14)

Is=pills—p2| ... |s=pal K

Para k — oo as raizes da Equagdo (14)
tendem para as raizes de

|s — z1||s — z|...|s — zm| = 0.

Conclusdo 2: O lugar das raizes termina
nos zeros de malha aberta.
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Regras para tracar o lugar das raizes

Assintotas

O nimero de ramos é igual ao nimero de polos. Como o nimero n de polos é
normalmente maior que o niimero m de zeros, entdo m ramos terminam nos zeros € n—m
ramos terminam no infinito, seguindo assintotas (retas que servem como aproximagdo
para o lugar das raizes associado a um zero no infinito).
Portanto, o nimero de assintotas € igual a n — m.
Da condi¢3o de fase, tem-se que:
[S—at/s—z++/S—Zm—/S—P1L—/S—P2—...— /5 Pn
= 180° + g360° (g =0,1,2,...). (15)

Num ponto s suficientemente afastado, tal que o seu mdédulo seja muito maior que
o médulo dos polos e zeros de malha aberta, os angulos da Equagdo (15) podem ser
considerados aproximadamente iguais a um angulo a qualquer, ou seja,
ma — noe = £miiltiplo impar de 180°
180°

a,:(2r—1)n_m,r:1,2,...,n—m. (16)

Além disso, pode-se demonstrar que as assintotas cruzam o eixo real no ponto

> (polos de G(s)H(s)) — >_(zeros de G(s)H(s)) _ >ia(pi) — Z;n:]_(zj)

n—m n—m

S = . (7)
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Regras para tracar o lugar das raizes

Pontos de partida e chegada sobre o eixo real (pontos de ramificag

@ Se existirem dois polos de malha
aberta adjacentes sobre o eixo real e € de sua derivada
se o segmento entre eles fizer parte D(s) + kN(s) —0.
do lugar das raizes, entdo havera
pelo menos um ponto de partida
neste segmento.

Reescrevendo

@ Se existirem dois zeros de malha — _D(S) — _D(S)
aberta adjacentes sobre o eixo real N(s) N(s)
e se o segmento entre eles fizer

parte do lugar das raizes, entio lgualando as equacdes, tem-se
haverd pelo menos um ponto de . _

chegada neste segmento (também N(s)D(s) — D(s)N(s) =0 (19)
ocorre com zeros no infinito).

(18)

Obs: A solugo da Equagdo (19) é uma
condicdo necessaria, mas n3do suficiente
para a existéncia de pontos de partida
ou de chegada, ou seja, se uma raiz da

Os pontos de partida ou chegada sobre o
eixo real s3o raizes miiltiplas da equacdo
caracteristica, ou seja, solu¢io de

1+ G(s)H(s) =0 Equag3o (19) n3o pertencer ao lugar das
N(s) raizes do eixo real, entdo essa raiz ndo
=1+ kD(s) =0 corresponde nem a um ponto de partida

nem a um ponto de chegada.
= D(s) + kN(s) =0, .



Regras para tracar o lugar das raizes

Angulo de partida de um polo complexo e de chegada em um zero complexo

Permite determinar a direcdo dos ramos do lugar das raizes nas proximidades
dos polos e zeros complexos conjugados. Escolhendo-se um ponto de teste nas
proximidades de um polo ou zero complexo pode-se considerar que a soma das
contribui¢Ges angulares de todos os outros polos e zeros permanece invariavel.
Assim, da condig3o de fase (15) o dngulo de partida de um polo complexo p;
pode ser determinado como

[S—ph=/fs—at/s—2+ +/S—Zm—)fS—P2—...— /S Pn
F miltiplo impar de 180°.  (20)

Da mesma forma, o angulo de chegada em um zero complexo z pode ser
determinado como

S—a=—fs—2— - —/[S—Zmt+/S—_Pp1t+/S—P2+...+/S—Pn
+ miltiplo impar de 180°. (21)
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Ex. 1: Lugar das raizes com 3 polos: angulos de partida

Calcule os angulos de partida do sistema com equagdo caracteristica

G(s)H(s) = kgg; = D(s)+kN(s) =0= (s—p1)(s—p2)(s—p3)+k =0
em que py = —j, pp =, p3 = —1.

Solucao:

Observe que pelas informacdes do enunciado, o sistema n3o possui nenhum
zero e possui 3 polos, ou seja, D(s) = (s +j)(s —j)(s + 1) e N(s) = 1.
Como n3o ha zeros, a expressio de angulo de partida dos polos se reduz a

/S—p1=/s=Z+ [s—Z+ -+ [sS=Zm — /S — P> — /5 — p3 F r180°
[S—Pr=—/s—p2—/s—psFri80°, s~p

para o polo p; e

[S—P=—/s—p1—/s—p3Fri80° s=p,
/S—p3=—/5s—p1— /s—p2Frl80° s=ps

para os polos py e p3.
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Ex. 1: Lugar das raizes com 3 polos: angulos de partida

Graficamente, observe que o dngulo entre o polo p, e p1 é 61 = 270°,
enquanto o angulo entre o polo p3 e p; é
031 = 360° — tan~!(1) = 360° — 45° = 315°, ou seja,
[s—p=—/s s T HB0°, s~ p
/S—p1L= r180° — 270° — 315° = r180° — 585°
Para que /s — p1 € [-180°, 180°], escolhemos r = 3:
/S — p1 = 3-180° — 585° = 540° — 585° = —45°.

15 2 1
1 { RN
p2
05
t31
o O
“ost p3 ™
: A
pl
15
-2
2 15 1 05 0 05 1 15 2
Re(s)

20/42



Ex. 1: Lugar das raizes com 3 polos: angulos de partida

Graficamente, observe que o dngulo entre o polo p; e p> é 612 = 90°, enquanto
o angulo entre o polo ps e p2 é f3 = tan'(1) = 45°, ou seja,
0 0
[s—pr = —[s—pr)s —pFHE0°, s~ p
/S—p2= r180° — 90° — 45° = r180° — 135°
Para que /s — p» € [-180°, 180°], escolhemos r = 1:
/s — p2 = 180° — 135° = 45°.

i A p2

/‘t3 2

Im(s)

05 p3
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Ex. 1: Lugar das raizes com 3 polos: angulos de partida

Graficamente, observe que o angulo entre o polo p; e ps3 é
013 = 90° 4 tan"!(1) = 90° 4 45° = 135°, enquanto o angulo entre o polo p; e
ps é 0o3 = 180° + tan~ (1) = 180° + 45° = 225°, ou seja,
/5= py=—/s—pr s H180°, s ps
/S — p3 = r180° — 135° — 225° = r180° — 360°
Para que /s — p» € [-180°, 180°], escolhemos r = 3:
/s — p3 = 540° — 360° = 180°.

15
. 123
1F [ "2 W
) p 2
05F 4
g o S
E AN
05 3.
p \3 _t13
1 ‘_l
pl
15
2
2 15 1 05 0 05 1 15 2
Re(s)
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Ex. 1: Lugar das raizes com 3 polos: dngulos de partida (Matlab)

>> GH=tf (1, [1 O+1i])*tf (1, [1 0-1i])*tf(1,[1 1])
GH =

Continuous-time transfer function.

>> rlocus (GH)

23/42



Ex. 1: Lugar das raizes com 3 polos: dngulos de partida (Matlab)

Root Locus
5 T : : .

Imaginary Axis (seconds‘1)

Real Axis (seconds'1 )
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Ex. 2: LGR com 3 polos e 2 zeros: angulos de chegada

Calcule os angulos de chegada do sistema com equagdo caracteristica
N(s)
D(s)
=(s—p)(s—p2)(s—p3)+ k(s—z1)(s—z)=0 (22)

G(s)H(s) = k

= D(s) + kN(s) = 0

emque ppy=—j, pp=/J, p3=—1,2z1=05+0.5/,  =0.5—-0.5j.

Solucao:

Observe que pelas informagdes do enunciado, o sistema possui dois zeros

e 3 polos, ou seja,

D(s)=(s—pi)(s = p2)(s = p3) = (s +j)(s —j)(s +1) e

N(s)=(s—z1)(s — z) = (s — 0.5 — 0.5j)(s — 0.5 + 0.5j).

A expressdo de dngulo de chegada nos zeros se reduz a

s—zn=—/s—n+/s—p1+/s—p+/s—p3Erl80°, s~z

[S—2n=—/s—zan+/s—pi+/s—p+/s—p3£rl80°, sx2z

em que r é um inteiro impar.
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Ex. 2: LGR com 3 polos e 2 zeros: angulos de chegada

Graficamente, observe que o angulo entre o polo p; € 0 zero z; é

011 = tan"1((0.5 — (—1))/0.5) = tan"1(1.5/0.5) = 71.6°, entre py e z é

01 = tan1((0.5 — 1)/0.5) = tan™*(—1) = 315°, entre ps e z é

031 = tan"1(0.5/(0.5 — (—1))) = tan"'(0.5/1.5) = 18.4°, e entre 0 zero z e z
é ¢o1 = tan"*((0.5 — (—0.5))/(0.5 — 0.5)) = tan"!(4o00) = 90°, ou seja,

/s — 21 = £r180° — [s =z Y s —prt s — 5t/ s —p5m
/s — z1 = £r180° — 90° + 71.6° + 315° + 18.4° = £r180° + 315°

Para que /s — z1 € [-180°, 180°], escolhemos r = 1, implicando
—180° 4 315° = 135°, portanto /s — z; = 135°.

1 t21%>

.
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Ex. 2: LGR com 3 polos e 2 zeros: angulos de chegada

Graficamente, observe que o angulo entre o polo p; e 0 zero z é

012 = tan"1((—0.5 — (—1))/0.5) = tan"!(1) = 45°, entre pr e z é

02 = tan"!((—0.5 — 1)/0.5) = tan~*(—3) = 288,4°, entre p3 e 2, é

03, = tan"!(—0.5/(0.5— (—1))) = tan~*(—0.5/1.5) = 341,6°, e entre o zero z
e 2 é ¢1p = tan *((—0.5 — 0.5)/(0.5 — 0.5)) = tan™ 1(—oo) = 270°, ou seja,

/s — 2z = +r180° — /s —="+ 7//;0"-1—,5//]5'-1- 7/)0"
/s — zp = £r180° — 270° + 45° + 288,4° + 341,6° = +r180° + 405°

Para que /s — z € [-180°, 180°], escolhemos r = 3, implicando
—540° + 405° = —135°, portanto /s — zo = —135°.

2
15
1 224
gPZ,,Qlflz
05 AN (\
. 32 |
£ 05 pB‘/ /ﬁ) z2
; w2
pl
1.5

27 /42



Ex. 2: LGR com 3 polos e 2 zeros (Matlab)

>> GH=tf ([l (-0.5 -0.5*3)1, [1 0+3*1])*tf([1l (-0.5+0.5*3)1,[1 0-j*1])*tf (1, [1 1])
GH =

s"3 + 372 + 5 + 1

Continuous-time transfer function.

>> rlocus (GH)
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Ex. 2: LGR com 3 polos e 2 zeros (Matlab)

Root Locus
15 T T T T
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Resumo das propriedades do lugar das raizes

Marcar os n polos (p1,p2, - - - ,Pn) € m zeros (21,2, . . . ,zm,) da fungdo de transferéncia de malha aberta
(Gma(s) = ggg) respectivamente com X e o no plano s;
Condicdo de fase: Y, Z(s — z-) — >0y Z(s — pr) = £180°
Iy Is—zr|
Condi¢do de médulo: k = T, 5=l

O ndmero de ramos no lugar das raizes = niimero de polos (n) de Gma(s);
O lugar das raizes é simétrico com relag¢o ao eixo real;
Eixo real: Um ponto de teste s sobre o eixo real pertence ao lugar das raizes se o niimero total de polos +
zeros a direita for impar;
O lugar das raizes comega nos polos de malha aberta (para k = 0) e termina nos zeros de malha aberta
(para k = o0);
Nimero de assintotas: n — m
Angulo das assintotas: o, = (2r — 1) ,1'23):", r=12,...,n—m;
> —1 Pi — 2_77:1 Zj

n—m

Encontro das assintotas com eixo real: Sc =
Pontos de partida e/ou chegada sobre o eixo real sdo os valores de s que satisfazem a equag3o:
N(s)D(s) = D(s)N(s)

Cruzamento com o eixo imaginario: valores de s = +jw solu¢do da equagdo: D(s) + kN(s) =0
Angulo de partida dos polos:

n
s — Pl Z /5 — Zr — Z /s — Pr¥F miiltiplo impar de 180°, s X p;
r=1,r#i

Angulo de chegada nos zeros:

/s — Z /s —zr + Z /5 — Pr F miiltiplo impar de 180° s~z
=10
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Figura 4.7 Lugar das raizes de alguns sistemas com realimentaio negativa.
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Exemplo 4.2 (Regras para o tragado do lugar das raizes)

Deseja-se desenhar o lugar das raizes do sistema da Figura 4.8.

R(s) + k Y(s)
— S s
s (s+10)

Figura 4.8 Sistema em malha fechada com realimentagao unitaria.
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Exemplo 4.2 (Regras para o tragado do lugar das raizes)

Primeiramente calculando-se as raizes da malha aberta:
G _ k
M3 s(s + 10)

tem-se que o sistema n3o possui zeros e possui dois polos: s =0 e
s = —10. Marcando-se as raizes no plano s, tem-se a Figura 4.9.
Eixo real: A seguir devem-se selecionar pontos de teste si, s, e
s3 nos segmentos do eixo real. Como a direita de s; ndo ha raizes
(quantidade par) e a direita de s3 ha 2 raizes (quantidade par), os
segmentos de 0 a +00 e de —10 a —oo n3o fazem parte do lugar
das raizes. Logo, apenas o segmento de —10 a 0 faz parte do lugar
das raizes, pois a direita de s, hd 1 raiz (quantidade impar).

Im

S3 S2 51 Re

: S

=X
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Assintotas: Como a quantidade de polos
(n = 2) é maior que a quantidade de zeros
(m = 0), entdo n—m = 2 ramos terminam
no infinito.

Angulo das assintotas:

180° 180°
o = 80 :2800:900 .
n—m —
(23)
180° 180°
ar =3 80 =3 80 = 270°
n—m 2-0

Cruzamento das assintotas com o eixo
real:

_ (1pi) — (Zj’ll zj)
_ofmjim
=50 =

Sc

—5.

(24)

Exemplo 4.2 (Regras para o tragado do lugar das raizes)

Ponto de partida sobre o eixo real:

O lugar das raizes comegca nos polos
e termina nos zeros de malha aberta,
quando k varia de zero a infinito. Como
ha dois polos de malha aberta adjacentes
sobre o eixo real (s = 0e s = —10) e como
o segmento entre eles faz parte do lugar
das raizes, entdo hd um ponto de partida
neste segmento. A equag3o caracteristica
do sistema em malha fechada é dada por

D(s) + kN(s) = (s> + 10s) + k(1) = 0
(25)
Aplicando a condi¢3o (19), obtém-se

N(s)D(s) — D(s)N(s) = —(2s +10) =0

1
s= 7—0 =-5
2
(26)
Ha um ponto de partida em s = —5.
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Exemplo 4.2 (Regras para o tragado do lugar das raizes)

O grafico do lugar geométrico das raizes apresenta o aspecto da Figura 4.10.
Note que ao desenhar o grafico do lugar das raizes o mesmo também deve
satisfazer a propriedade de simetria com relagdo ao eixo real.

k—oc alm

v 900

Re
>

Figura 4.10 Lugar gecométrico das raizes.

Analisando-se o gréfico da Figura 4.10 verifica-se que o sistema em malha fechada
é sempre estdvel para qualquer k > 0, pois as linhas do lugar das raizes que

representam os polos de malha fechada se localizam no semiplano esquerdo
aberto do plano s.
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Exemplo Extra 1!

= 3° Passo (continuagdo): e os dngulos
Use as regras para esbogar, com relagdo a

k > 0, o lugar das raizes do sistema de 180° . 180°
controle abalixo com L ap = 3 =60° ar =3
G(s) = =

s(s2+25+2)  s(s—1—j)(s—1+)) a3:51800

= 180°,

= 300°

RO | MO Y(s) 36s) 1

Solugao:

1° Passo: marcar os polos e zeros da
malha aberta no diagrama. : S
29 Passo: marcar o lugar das raizes sobre
o eixo real.

3° Passo: Determinar as assintotas (n —
m =3 — 0= 3), ponto de encontro:

S — (i pi) — (1 2) _ 2
° n—m 3

!Esse exemplo foi retirado das notas de aula do Prof. Matheus Souza.
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Exemplo Extra 1

Solugao:

4° Passo: determinar angulos de saida dos
polos. Se 6 for o dngulo de saida de —1+j,
a condic3o de fase fornece:

V2
0 +135° + 90° = 180° = 0 = —45° K/ 1

Por simetria o dngulo de saida de —1 —j
é 45°, Polos complexo conjugados n3o .
afetam o angulo de saida de uma raiz = = >
sobre o eixo real, portanto o angulo de L R(s)
saida de s =0 é . ’

¢+ 135° — 135° = 180° = ¢ = 180° {\ -1

5° Passo: determinar os encontros de —\/E
ramos. Neste caso, ndo temos 2 polos
adjacentes sobre o eixo real.
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Exemplo Extra 1

Solucdo:
6° Passo: cruzamento com o eixo
imagindrio. Aplicando a eq. caracteristica ~‘(S) AN
(s> + 252 + 25 + k = 0) na Tabela de ~
Routh, tem-se que o ganho critico é
s3 1 2 V2
s? 2 k 2
4—k ke = 4 ou ke = k/ 1
e S
s0 k o
0. Substituindo s = jw na equacio
caracteristica, tem-se: _e—X—)

(jw)? +2(jw)® + 2jw+ k=0

(—2w2 + k) +j(—w3 +2w)=0 )(-\ -1

Igualando a parte imagindria a zero tem-
il 2
se 3 solugdes: w = 0 a polos em +4/2.

Substituindo as solu¢des na parte real da

equagdo e igualando a zero, tem-se que

ke = 0 estd associado a s = j0, e ke = 4

estd associado a s = ij\/i.
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Exemplo Extra 22

3° Passo: Assintotas (n—m =3—1=2),

Use as regras para esbocgar, com relagdo a ponto de encontro e angulos

k > 0, o lugar das raizes do sistema de

controle abaixo com G(s) = %(44_8) s (>Cieipi) — (Z;ll zj) 3
s(s s c = = —9,
n—m
180° 180°
ar = 389 900 gy =3280 o700

Y (s)

3(s)

Ajuste o ganho do controlador para
que os polos dominantes do sistema
de malha fechada tenham um fator de
amortecimento £ = 0.7.

Solugao:

1° Passo: marcar os polos e zeros da
malha aberta no diagrama.

2° Passo: marcar o lugar das raizes sobre
o eixo real.

2Esse exemplo foi retirado das notas de aula do Prof. Matheus Souza.
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Exemplo Extra 2

Solucdo:

4° Passo: Como sé ha polos sobre o eixo
real, ndo precisamos determinar angulos
de saida.

59 Passo: Determinar os encontros de
ramos, como ha 2 polos adjacentes sobre
o eixo real (0 e —2):

N(s)D(s) — D(s)N(s) =0
= s 4+ 105 + 165

— (35 +20s 4+ 16)(s +4) =0
= 25% 4+ 2252 4 80s + 64 =0

cujas raizes sdo s = —4.9505 £ j2.1475 e
s = —1.0989, a dltima pertence ao lugar
das raizes sobre o eixo real.
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Exemplo Extra 2

Solucdo:

6° Passo: cruzamento com o eixo
imaginario. Aplicando a eq. caracteristica
(s®+10s2+(16+k)s+4k = 0) na Tabela
de Routh, tem-se que o ganho critico é

53 1 16 + k
52 10 4k
160 + 10k — 4k
10
s0 4k

N3o ha k > 0 que torna a primeira coluna
nula, portanto n3o ha cruzamento com o
eixo imagindrio.

Projeto de k: para determinar k,
marcamos os pontos de interesse (£ =
07 = B = cos™!(0.7) = 45°). O
cruzamento com o lugar das raizes ocorre

em
sp =~ —1 £ j. Pela condi¢gdo de mddulo,
temos que
2
2 8 2°v/50
L lslls+2lls+8| _ v2ZVEO _, o

|s + 4| % V10
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