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Introducao

@ A principal vantagem do controlador digital sobre o controlador
continuo ¢ a flexibilidade de implementacao.

@ Como os controladores continuos sdo implementados por meio
de componentes eletrénicos, a complexidade desses controlado-
res depende da complexidade e da precisdo dos componentes.

@ Ja os controladores digitais sdo implementados na forma de
programas, sendo portanto igualmente facil implementar con-
troladores simples ou complexos, além do que mudancgas nas
leis de controle também s3o muito mais simples de serem rea-
lizadas.

@ Os controladores digitais sdo modelaveis, a menos de pequenas
imprecisGes nas amplitudes dos sinais, por meio de sistemas de
tempo discreto e suas funcdes de transferéncia em z.
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Introducao

@ Basicamente, o projeto de controladores de tempo discreto
pode ser realizado de duas formas:

)

por aproximacdes discretas do projeto realizado no dominio
continuo por meio da transformada de Laplace — essa técnica
implica obter funcdes de transferéncia em z, aproximadas
a partir de funcdes de transferéncia em s. Neste caso serdo
apresentados os métodos: aproximagao retangular para a
frente e para trds, transformac¢do bilinear ou de Tustin e
mapeamento polo-zero.

diretamente no dominio discreto por meio da transfor-
mada Z — essa técnica pode ser realizada pelo método
do lugar das raizes e pelo método algébrico diretamente
na variavel z.
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Aproximacoes de tempo discreto

Deseja-se obter um sistema discreto que represente aproximada-
mente um sistema continuo. Considere, por simplicidade, a funcdo
de transferéncia de um integrador:

(1)
A equagdo diferencial que representa a fungdo de transferéncia (1)

‘ dy(t) _
= u(t). (2)

Integrando ambos os membros da Equacdo (2) num periodo de
amostragem T qualquer, ou seja, de (k — 1)T a kT, obtém-se

kT

y(kT) = y[(k — 1)T] = / u(t)dt. 3)

(k-1)T
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Aproximacoes de tempo discreto

H4 vérios métodos numéricos para integrar o segundo membro da
Equagdo (3). Alguns deles sdo mostrados nas Figuras 12.1 (a), (b)

e ().

4

ul(k-1)T] 7 u(k-1)T |-

u(kT)

(-1)T kT (V)T kT (k-1)T kT
(a) (b) (¢)

Figura 12.1 Métodos numéricos de integragao. (a) Retangular para a frente. (b) Retangular para
tras. (c) Trapézio.
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Retangular para a frente

Neste método o cilculo da integral é aproximado pela area de um reténgulo,
cujo comprimento de um dos lados é igual ao periodo de amostragem T e o
comprimento do outro é igual ao valor da fun¢3o no instante (k—1) T, conforme
mostrado na Figura 12.1 (a). Fazendo esta aproximagdo na Equacgdo (3), obtém-

se
y(kT) = y[(k =1)T] = Tu[(k = 1)T]. (4)
Aplicando a transformada Z na Equag3o (4), obtém-se
Y(z) -z 'Y(2) = Tz U(2). (5)
Logo, )
Y(z) Tz~ _ T _ 2}1 . (6)

U(z) 1-2z71 z—1

Portanto, a fung&o de transferéncia do sistema discreto (6) se obtém da fun¢do de
transferéncia do sistema continuo (1) simplesmente fazendo a troca de varidvel

z—1
s=—F (M

1Prova-se que esta transformacio também é vélida para sistemas de ordem

superior.
6/24



Retangular para a fren

Para um sistema continuo qualquer ser estdvel, seus polos devem estar localizados
no semiplano esquerdo aberto do plano s. Este semiplano se caracteriza por

R(s)<0:>R<Z;_1)<O. (8)
Como T > 0, entdo
R(z) < 1. 9)

Portanto, a transformagio (7) pode fazer com que polos localizados no semiplano
esquerdo do plano s sejam mapeados fora do circulo unitério, fazendo com que
o sistema discreto resultante seja instdvel (Figura 12.2).

Plano s Plano z
Im Im

Re

Figura 12.2 Mapeamento do plano s no plano z com a aproximacao retangular para a frente.
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Retangular para tras

Neste método o célculo da integral é aproximado pela drea de um retangulo,
cujo comprimento de um dos lados é igual ao periodo T e o comprimento
do outro é igual ao valor da fun¢do no instante kT, conforme mostrado
na Figura 12.1 (b). Fazendo esta aproximac3o na Equagdo (3), obtém-se

y(kT) —y[(k—1)T] = Tu(kT). (10)

Aplicando a transformada Z na Equag&o (10), obtém-se

Y(z) —z7Y(2) = TU(2). (11)
Logo,
Y(z T Tz 1
ngizl—z—lzz—lzzﬁl' (12)

As Equagdes (1) e (12) sdo equivalentes se

z—1
Tz~

s = (13)
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Retangular para tras

Se um sistema continuo qualquer é estdvel seus polos devem estar lo-
calizados no semiplano esquerdo aberto do plano s. Da Equagdo (13)
tem-se que

R(s) <0:>R<ZT_21) <0. (14)

Escrevendo z em coordenadas retangulares, isto é, z = 0 + jw e
como T > 0, entdo

B (T <o TRy ) <0

ou

R(02—0+w2+jw

T ) <0=0?—0+w? <0= (0 —0,5)°+w? < 0,52
o2 +w

(16)
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Retangular para tras

Portanto, a transformagdo (13) mapeia o semiplano esquerdo do
plano s num circulo com centro em z = 0,5 e raio igual a 0,5.
Conforme é mostrado na Figura 12.3, a integracdo retangular para
trds n3o oferece perigo de instabilizar indevidamente um sistema
estavel.

Plano s Plano z
Im Im

Re Re

Figura 12.3 Mapeamento do plano s no plano z com a aproximagao retangular para tras.
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Transformacao bilinear ou método de Tustin

Neste método o célculo da integral é aproximado pela drea de um trapézio,
cuja altura é igual ao periodo T e cujas bases correspondem aos valores da
func3o nos instantes kT e (k—1) T, conforme mostrado na Figura 12.1 (c).
Fazendo esta aproximag3o na Equagdo (3), obtém-se

V1) < yl(k -7y = 7 (EDEAEEDT
Aplicando a transformada Z na Equagdo (17), obtém-se
z z7tU(z
Y2 -2 Y(2) =T (U()+2U()) . (18)
Logo, .
Y(z)  T@+zY) 1
Uz ~2(-z) " Z=n (19)
As Equagdes (1) e (19) sdo equivalentes se
_2Az-1)
C T(z+1) (20)
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Transformacao bilinear ou método de Tustin

Se um sistema continuo qualquer é estavel seus polos devem estar lo-
calizados no semiplano esquerdo aberto no plano s. Da Equagio (20)
tem-se que

R(s) <0=R (;_ri) <0. (21)

Escrevendo z em coordenadas retangulares, isto é, z = 0 + jw e
como T > 0, entdo

o+ jw—1 (0 — 14 jw)(oc+1—jw)
R(a—i—jw—l—l) <0:>R[(U+1+jw)(a+1—jw)} <(()22)

ou

R 0% —1+w?+ 2w
(0 +1)2 +w?

><0:>02—1—|—w2<02>02+w2<1.
(23)
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Transformacao bilinear ou método de Tustin

Portanto, a transformagdo (20) mapeia no plano z um circulo com centro
na origem e raio igual a 1, conforme mostrado na Figura 12.4. Embora
nesta transformacdo o semiplano esquerdo de s seja mapeado exatamente
no circulo unitdrio do plano z, a mesma pode ocasionar uma distorcdo
na resposta em frequéncia quando comparada ao sistema continuo. Para
compensar esta distorcdo (prewarping) pode-se usar a transformac3o bili-
near da secdo seguinte.

Plano s Plano z

alm alm

1

-
N

Figura 12.4 Mapeamento do plano s no plano z com a aproximagao de Tustin.
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Transformacao bilinear com compensacao de prewarping

Fazendo s = jws e z = /T, a transformagio (20) no dominio da
frequéncia fica expressa por
C2(eT—1)  2(eT/2—eniwT/2) ) [2jsensl ) 2 an T
P T (T 1) T T (Tt e o 2) T \2coseL ) /T2
(24)
Logo,
2 wT
= —tan — 25
ws = —tan —-, (25)

ou seja, a frequéncia do sistema continuo ws é mapeada em %tan % no
sistema discreto. Esta distor¢cdo em frequéncia é denominada prewarping.
Note que em baixas frequéncias, ou para wT pequeno, as frequéncias dos

sistemas continuo e discreto s3o préximas, pois

ws = —tan o~ =2~y (26)

Como n3o é possivel compensar essa distorcdo em todas as frequéncias
costuma-se ajustar apenas a frequéncia critica do sistema, como, por exem-
plo, no limite superior da faixa de passagem.
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Transformacao bilinear com compensacao de prewarping

Considere, por simplicidade, a funcdo de transferéncia de primeira ordem

G(s) =

a
s+a

(27)

Se, por exemplo, a frequéncia critica da fungdo (27) for a frequéncia do
polo (ws = a), ento a fungdo de transferéncia é ajustada para

ftan aT

G(s :7.
() s+%tan7

(28)

Note que o numerador da Equagdo (28) também foi ajustado para que o
ganho em baixas frequéncias permaneca o mesmo. Aplicando-se a trans-
formagdo bilinear (20) em (28), obtém-se o sistema discreto com com-
pensacdo de distorcdo em frequéncia

2 tan 2L

6(e) = o2 (29)
T(z+1)) + % tan %~
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Transformacao bilinear com compensacao de prewarping

Pode-se mostrar que na frequéncia critica adotada (ws = w = a) os
médulos dos sistemas continuo e discreto sao iguais, ou seja,

1
a2 | a _ 1 (30)
jatal Va¥+a2 V2
€
_*ta”a’} B N SN RS SN
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Exemplo 12.1

Dada a func¢3o de transferéncia do sistema continuo

2

G(s) = s+2’
determine a fung¢do de transferéncia do sistema discreto usando a trans-
formacgdo bilinear com e sem compensac¢ao de distorcio em frequéncia. No
caso da transformag¢do com compensacdo deseja-se que o sistema discreto
tenha o mesmo mdédulo que o sistema continuo na frequéncia w = 2 rad/s.
Suponha um periodo de amostragem T = 1s.

No caso da transformac3o bilinear sem compensac¢do basta substituir dire-
tamente a aproximagdo (20) em G(s), obtendo

2 1 z+1
G(Z) = 2(271) 2 = 5 + 1 = 22 . (33)
T T z+1

(32)

No caso da transformag3o bilinear com compensacdo, a fungdo G(s) deve
ser modificada para

an% _ %tanT _ 2tanl
tanZT_s+%tanT_5+2tan1'

(34)
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Exemplo 12.1

Aplicando a transformagdo bilinear (20) na Equagdo (34), obtém-se

2tanl
%+2tan1
tanl
1
7 fttanl
(z+1)tanl
(tanl+1)z+tanl—1

_ tanl ( z+1 )

- nl-—1
(tan1+1) \ z+ 2057

. 0,6090(z + 1)

~  z+0,2180

G(z) =

(35)
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Exemplo 12.1

Na Figura 12.5 é apresentada a resposta em frequéncia do sistema continuo (32)
e dos sistemas discretos (33) e (35). Note que o sistema discreto com com-
pensacdo possui 0 mesmo médulo que o sistema continuo na frequéncia

w = 2rad/s.
..‘-. Mesmo valor
2 4
x
*
< x
50
-10
)
=2
2-15
E [
=
-20 *
.
=25 [— Continuo
o < *
* Bilinear sem compensagao
® Bilinear com compensacio
_ : : . i .
T0,1 1 2 10
w (rad/s)

Figura 12.5 |G(jw)| do sistema continuo (12.32) ¢ |G(e7“T)| dos sistemas discretos (12.33) ¢
(12.35).
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Mapeamento polo-zero

O método consiste em mapear os polos e zeros da funcdo de trans-
feréncia G(s) no plano z, através da relagio z = 7. Inicialmente
deve-se fatorar G(s) na forma de polos e zeros, ou seja,

L (s=z)(s—2)...(s— zm)
6(s) = K(s—pl)(s—pg)...(s—p,,)’ (36)

sendo n o nimero de polos, e m o nimero de zeros.
Um polo de G(s) em s = p, é mapeado no plano z em z = ePr T
e um zero finito de G(s) em s = z,, é mapeado no plano z em

z=¢?T,
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Mapeamento polo-zero

Quando o niimero de zeros de G(s) é menor que o nimero de polos
(m < n), G(s) possui zeros no infinito, que sdo mapeados em z =
—1. A explicacdo para este fato é que conforme um ponto do eixo
jw variade 0 a /T no plano s o mesmo varia de (z = /0 = 1) até
(z = €™ = —1) no plano z, ou seja, o ponto z = —1 representa a
maior frequéncia possivel da funcdo de transferéncia discreta. Para
compensar este efeito acrescentam-se (n —m — 1) fatores de (z+1)
no numerador da fun¢do transferéncia discreta G(z).

Por dltimo, deve-se ajustar o ganho de G(z). Este ajuste pode
ser feito para qualquer frequéncia critica de G(s). Normalmente o
ganho ¢ ajustado para que em baixas frequéncias o ganho do sistema
continuo seja igual ao do sistema discreto, ou seja,

G(5)ls=0 = G(2)2=1- (37)
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Exemplo 12.2

Dada a funcgao de transferéncia do sistema continuo

2
G(s)=—— 38

()= (38)
determine a fung¢do de transferéncia do sistema discreto usando o método do
mapeamento polo-zero. Suponha um periodo de amostragem T = 1s.
O polo em s = —2 é mapeado em z = e 27. O sistema G(s) possui um polo
(n = 1) e nenhum zero finito (m = 0). Como n— m —1 = 0, entdo n3o é
necessario acrescentar fatores de (z 4+ 1) no numerador do sistema discreto.
Logo, a fungdo de transferéncia do sistema discreto é dada por

K K

@)= — === 0,1353" (39)

O ganho K é ajustado para que em baixas frequéncias o ganho do sistema
continuo G(s) seja igual ao do sistema discreto G(z), ou seja,

K
G(S)|5:0 = G(Z)|z:1 =1= m = K= 0,8647 (40)
Portanto, 0.8647
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Exemplo 12.3

Dada a fungdo de transferéncia do sistema continuo
2(s+1)
(s+2)(s+3)(s+4)
determine a fung¢do de transferéncia do sistema discreto usando o método do

mapeamento polo-zero. Suponha um periodo de amostragem T = 1s.
Ozeros =—1é mapeadoem z=e"". Os polosem s = —2, s = -3 es = —4
s3o mapeados, respectivamente, em z = e 27, z=e 3T ez =747,
O sistema G(s) possui trés polos (n = 3) e um zero finito (m = 1). Como
n—m—1=1, ent3o é necessdrio acrescentar um fator de (z+ 1) no numerador
do sistema discreto.
Logo, a fungdo de transferéncia do sistema discreto é dada por

K(z—e T)z+1) B K(z —0,3679)(z + 1)
(z—e2T)(z—e3T)(z—e4T)  (z—0,1353)(z — 0,0498)(z — 0,0183) "

(43)
O ganho K é ajustado para que em baixas frequéncias o ganho do sistema
continuo G(s) seja igual ao do sistema discreto G(z), ou seja,
K(1—0,3679)(1 + 1)

2
G(8)oco = G(2)|por = = = = K ~0,0532.
(©)ls=0 = C(@)l=1 = 54 = T51353)(1 - 0,0498)(1 — 0,0183)

G(s) =

(42)

G(z) =

(44)
Portanto,
0,0532(z — 0,3679)(z + 1)

= (z — 0.1353)(z — 0.0498)(z — 0.0183)
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