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Sistemas de Controle Digital: Introducao

A Figura 11.1 apresenta o diagrama de blocos de um sistema de controle digital
com realimentag3o. A planta é o sistema dindmico a ser controlado. O atuador
é o dispositivo de poténcia, através do qual o controlador consegue atuar na
planta. O sensor é o elemento de medi¢3o, que converte uma grandeza fisica
da saida da planta num sinal eletrénico. O sinal proveniente da saida do sensor
é um sinal analdgico que é convertido para digital por meio de um conversor
A/D. Da mesma forma, o sinal digital proveniente da saida do controlador é
convertido para analégico por meio de um conversor D/A. O sincronismo de
convers3o dos sinais é realizado por um relégio. A referéncia, ou set-point, é
ajustada internamente ao “computador”.
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Figura 11.1 Diagrama de blocos de um sistema de controle digital.
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Sistemas de Controle Digital: Introducao

Uma configuragdo alternativa para o sistema de controle digital é apresentada
na Figura 11.2, onde a referéncia é ajustada externamente ao “computador” e
as dindmicas do atuador, da planta e do sensor s3o representadas por meio de
um Unico bloco, denominado processo.
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Figura 11.2 Diagrama de blocos de um sistema de controle digital.

Os sistemas de controle digital sdo portanto hibridos, no sentido de que neles
comparecem tanto sinais discretos quanto continuos no tempo. O analista tem
obviamente duas op¢des para descrever a dindmica do sistema em malha fechada:
totalmente por transformada de Laplace ou totalmente por transformada Z.
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Conversor A/D

O conversor A/D tem a fung¢do de converter um sinal analdgico y(t) num
sinal y(kT) discreto no tempo e discreto em amplitude, conforme repre-
sentado na Figura 11.3. O sinal y(kT) é discreto em amplitude porque é
expresso em codigo bindrio, em ndmero finito de digitos. Esse fato significa
que em geral y(kT) representa o sinal no instante kT com algum erro ou

incerteza.
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Figura 11.3 Conversor A/D.
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Conversor A/D

Um amostrador também pode ser representado simplificadamente
por uma chave que amostra um sinal continuo y(t) a cada T periodos
de amostragem, conforme a Figura 11.4.
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Figura 11.4 Representagao simplificada de um amostrador.

Assim, o conversor A/D consiste em duas etapas subsequentes: a
amostragem, que converte um sinal analégico y(t) numa sequéncia
de pulsos y(kT), e a conversdo das amplitudes desses pulsos num
sinal digital.
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Conversor D/A

O conversor D/A, representado na Figura 11.5, é um dispositivo
eletronico que tem a funcdo de converter uma sequéncia de entrada
u(kT) num sinal de tempo continuo u(t), isto é, que assume valores

em qualquer instante t.

u(kT)
L

D/A

u(t)

Figura 11.5 Representacao de um conversor D/A.

Ha varios métodos de conversdo de um sinal digital em analdgico,
sendo que o mais usual recebe o nome de segurador de ordem zero.
Dada uma sequéncia de entrada u(kT), o conversor D/A ou se-
gurador de ordem zero gera na sua saida um sinal u(t), conforme
indicado na Figura 11.6. O termo “ordem zero" decorre do fato de
a fungdo u(t) ser aproximada em cada intervalo [kT,(k+1)T) por
um valor constante, ou seja, por um polinbmio de ordem zero.
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Conversor D/A
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Figura 11.6 Entrada u(kT) e saida u(t) de um conversor D/A de ordem zero.
Analiticamente, define-se
u(t) = u(kT) para kT <t<(k+1)T, (1)

ou seja, u(t) é uma fungdo constante por trechos (piecewise cons-
tant) e continua a direita.

Na prética, ndo é comum o emprego de conversores de ordem maior
que zero devido as dificuldades que surgem no sistema de controle
devido a geracdo de ruidos de alta frequéncia.
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Anilise frequencial da amostragem e da recuperacao

Matematicamente é conveniente representar o processo de amostra-
gem em duas partes, conforme é mostrado na Figura 11.7. O sinal
analégico f(t) é modulado (multiplicado) por um trem de impulsos
s(t) produzindo o sinal amostrado f*(t), que depois é convertido
para o cddigo digital, resultando em f(kT).

Conversao

f(RT)

dos impulsos

Figura 11.7 Conversor A/D ideal.
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Anilise frequencial da amostragem e da recuperacao

O sinal s(t) é o trem de impulsos dado por

s(t)= > o(t—kT), (2)

k=—o00

sendo §(t — kT) a fungdo delta de Dirac, que é igual a zero, exceto
emt=kT.
Sendo o sinal s(t) periédico, este pode ser representado através de

série de Fourier
(o)

s(t) = Z crefonkt, (3)

k=—o00

Os coeficientes ¢, da série de Fourier sdo dados por

.
E
Ck = _,_/T s(t)e™ Akt gt (4)
2

sendo wa = 27/ T a frequéncia de amostragem.
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Anilise frequencial da amostragem e da recuperacao

Das expresses (2) e (4), obtém-se

T %s)
1 [z s
= T/Tk§ O(t — kT)e Jenktdt. (5)
2 k=—o0

Como no intervalo de integragdo da Equagdo (5), o impulso ocorre
apenas em k = 0, entao

;
1 (7 . o, 1
= T/_; 5(t)edt = = (6)
Introduzindo o resultado (6) na Equagdo (3), obtém-se
L ke
s(t) k_zoo efeakt, (7)

De acordo com a Figura 11.7, o sinal amostrado f*(t) é dado por

f*(t) = f(t)s(t) = f(t) Z o(t —kT). (8)
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Anilise frequencial da amostragem e da recuperacao

Da Equacdo (7) tem-se que

1 .
£(t) = f(t —efwakt,
0= 3 7 )
Aplicando a transformada de Laplace na Equacido (9), obtém-se
F* — F*(t —stdt: f(t 7ejw,4kt —stdt
()= [ Foe /0_<)ZT :
k=—o0
1 o0
—(s—jwak)t _
Tkzoo/ s—jwak)t gy — Tk_Z:OOF s — jwak). (10)
Fazendo s = jw na Equacg3o (10), obtém-se
v 1 o . .
Frjw) =2 Y Fliw— jwak). (11)
k=—o0

Este resultado mostra que o espectro de frequéncia de um sinal amostrado
f*(t) consiste em repetidas cépias do espectro de frequéncia de f(t), des-
locadas de miltiplos inteiros da frequéncia de amostragem wa.
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Figura 11.8 (a) Espectro de frequén
amostrado quando ws > 2wx. (c) Espectro de frequéncia do filtro pas s ideal. (d) Recon:
r do sinal amostrado quando ws > 2wy (¢) Espectro de frequéncia
do sinal amostrado quando wy < 2wy, mostrando a sobreposigio de bandas.

de frequéncia do sinal

trugiio do sinal original a par
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Anilise frequencial da amostragem e da recuperacao

Na Figura 11.8 (a) é apresentado o espectro de frequéncia |F(jw)|
do sinal original, suposto com banda limitada, onde a componente
ndo nula de maior frequéncia wy. A Figura 11.8 (b) apresenta o
espectro de frequéncia |F*(jw)| do sinal amostrado quando

WA — WN > WN ou wa > 2wpy. (12)

Para w4 > 2wy n3o ocorre sobreposicdo de bandas quando as cépias
de F(jw) sdo adicionadas. Consequentemente o sinal f(t) pode
ser recuperado a partir do sinal amostrado f*(t) através de um
filtro passa-baixas ideal com o espectro de frequéncia |G;(jw)| da
Figura 11.8 (c).
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Anidlise frequencial da amostragem e da recuperacao

Da Figura 11.9 tem-se que

U(jw) = Gi(jw)F*(jw) (13)
: s(f):i 5 (t-kI) E
1) E =© @) J GG 1ou(t)
I

___________________
Figura 11.9 Recuperagao de um sinal continuo através de um filtro ideal.

Se o filtro passa-baixas ideal G;(jw) possui ganho T e frequéncia de corte
wc tal que
wy < we < (wa —wn), (14)
entao,
U(jw) = F(w). (15)
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uencial da amostragem e da recuperacao

Se a desigualdade (12) n3o for valida, ou seja, se wa < 2wy, entdo ird ocor-
rer uma sobreposi¢do de bandas, conforme mostrado na Figura 11.8 (e).
Neste caso o sinal u(t) n&o ird representar o sinal de entrada original,
apresentado uma distorcdo denominada aliasing.

Teorema 11.1Teorema de amostragem de Shannon

Seja f(t) um sinal de banda limitada tal que F(jw) = 0 para w > wy.
Ent3o, o sinal 7(t) pode ser determinado a partir de suas amostras
f(kT), se

wa > 20)/\/ (16)

sendo wa = 27/ T a frequéncia de amostragem.

Portanto, para recuperar o sinal original sem distorcdo a partir do sinal
amostrado com frequéncia wa € necessério que wa/2 seja maior que todas
as frequéncias presentes no sinal original. Na prética recomenda-se um
amplo coeficiente de seguranca na escolha da frequéncia de amostragem,
como, por exemplo, wa > 10wy.
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Exemplo 11.1

No processo de amostragem da funcdo f(t) = sen(t), que possui frequéncia
de 1(rad/s), se a frequéncia de amostragem for wa = 4/3(rad/s), o sinal
amostrado f(kT) resulta com frequéncia de 1/3(rad/s), que é diferente
do sinal original, conforme é mostrado na Figura 11.10 (a).

Se a frequéncia de amostragem wy for igual ao dobro da frequéncia de
f(t), o sinal amostrado f(kT) pode ser sempre nulo e n3o representar
sinal algum, conforme se vé na Figura 11.10 (b).

fO (=) fET) FO (=) F&T) )

-1 -1
0 3,14 628 942 1257 15,71 18,85 0 3,14 6,28 942 12,57 15,71 1885

(a) £(s) (b) ()

Figura 11.10 (a) Amostragem com w4 = 4/3 (rad/s). (b) Amostragem com wy = 2 (rad/s).
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Subsistema A/D + controlador + D/A

Considere o subsistema da Figura 11.11, formado pelo conjunto A/D
+ controlador + D/A. Conforme mencionado anteriormente, o con-
versor A/D possui a fungdo de amostrador e o conversor D/A possui
usualmente a fun¢do de segurador de ordem zero.

t oreor | FOET : rersor
J(t) | Conversor | f(KT) Controlador u(kT) | Conversor | u(t)
A/D D/A ’

Figura 11.11 Subsistema A/D + controlador + D/A.
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Subsistema A/D + controlador + D/A

N3o é possivel descrever este subsistema por meio da transformada
de Laplace, pois os sinais envolvidos nesses blocos sdo analégicos
e digitais. Porém, supondo que o controlador apenas transfere a
saida do conversor A/D para o conversor D/A, sem efetuar calculo
algum, ou seja, f(kT) = u(kT), pode-se representar o subsistema
por um amostrador e por um segurador de ordem zero conforme a
Figura 11.12.

Segurador de
ordem zero s
Gso(s)

1
LAnu)sn’mlm' e segurador

Figura 11.12 Representacao de um amostrador e segurador de ordem zero sem controlador.
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Funcao de transferéncia do segurador de ordem zero

Da Figura 11.12 tem-se que a fun¢do de transferéncia do segurador de ordem
zero é dada por

Gso(s) = ;j*((ss)) . (17)
Quando a entrada *(t) € um impulso, a saida u(t) é um pulso que corresponde
a um degrau unitdrio d(t) no instante zero menos um degrau unitario d(t — T)
no instante T, conforme mostrado na Figura 11.13.

ult) d(t) d(t=T)
1 - I _
t

Figura 11.13 Pulso de saida u(t).

Logo, a transformada de Laplace de u(t) é dada por

1 efsT 1— efsT

U(s) = L[d(t)] — L[d(t — T)]:gf T = . (18)
Como F*(s) =1, entdo a fungdo de transferéncia do segurador de ordem zero é
dada por
_ a—sT
Guls) = -2 —. (19)
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Filtro ideal e segurador de ordem zero

Conforme apresentado anteriormente, o processo de amostragem introduz no
dominio da frequéncia um ndmero infinito de componentes, além da componente
principal. Para filtrar essas componentes excedentes em altas frequéncias seria
necessdaria a implementacdo de um filtro passa-baixas ideal com o espectro de
frequéncia da Figura 11.14.

4 [Gi(jw)]

v

—wa 0 wa
2 2

Figura 11.14 Espectro de frequéncia de um filtro passa-baixas ideal.

A Figura 11.15 apresenta o espectro de frequéncia de um sinal antes e depois da
filtragem.
[F(je)] [F*(jw) 2UGw)] = [F(w)|
L s(t) : 4 : !

—WwN 0 wn —wa —wny 0 WN wa —wny 0 wN
) Gi(jw)

Figura 11.15 Filtragem de um sinal através de um filtro ideal. 20/26



Filtro ideal e segurador de ordem zero

O espectro de frequéncia de um filtro passa-baixas ideal é dado por

T _TWA <w < WQ—A,
Gi(jw) = _ WA (20)
0 w< > ou w > o

Aplicando a transformada inversa de Fourier em (20), obtém-se

1 OO : jwt
gi(t) = 277/—00 Gi(jw)e“ dw
wA/2 . 7T/T )
= 1 Te“tdw = T/ e“tdw
21 J a2 2w ) oyT
(mt)/T _ —(mt)/T
_ Tl T T e (2
mt 2 mt T
. Tt
= sinc <7> . (21)
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Filtro ideal e segurador de or

A fungdo (21) representa a resposta impulsiva g;(t) do filtro ideal,
cujo grafico esta desenhado na Figura 11.16.

1
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9i(t)
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0
-0,2F
-0.4 -

| 0 1 2 3 4
t/T

Figura 11.16 Resposta impulsiva de um filtro ideal.
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Filtro ideal e segurador de ordem zero

O filtro ideal é um sistema n3o causal, ou seja, a entrada impulsiva aplicada
em t = 0 fornece uma resposta que comeca em t < 0. Por esta razdo
o filtro ideal ndo pode ser implementado na pratica. A n3o causalidade
pode ser amenizada adicionando-se um atraso ao filtro, porém esta pratica
deve ser evitada em sistemas de controle, pois o atraso usualmente reduz
a estabilidade relativa do sistema.

Para resolver esse problema utiliza-se o segurador de ordem zero no lugar
do filtro ideal. Fazendo s = jw na fun¢do de transferéncia do segurador
de ordem zero da Equacgdo (19), obtém-se

1— efjwt

Gso(jw) = T (22)

A expressdo (22) também pode ser escrita como

. eI'WT/2, —jwT/2 2T ) 2 T
Gso(jw) = eiij/2 < 2Je ) ﬁ = Teﬂ‘”T/Zw—Tsen (UJ>

; T
= Te/*T/2sinc <0J2> . (23)
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Filtro ideal e segurador de ordem zero

Da expressdo (23) tem-se que o mddulo e a fase de Gs(jw) sdo
dados, respectivamente, por

T
|Geoljww)| = T |sinc <‘”2> , (24)
) —wT . .
LGso(jw) = — (£180° onde a fung&o sinc troca de sinal).

(25)

Analisando-se a Equagdo (24) verifica-se que o médulo de Gy (jw)
é nulo nas frequéncias multiplas da frequéncia de amostragem w4 =
27/ T. Na Figura 11.17 s&o apresentados os graficos do médulo em
funcdo da frequéncia do filtro ideal e do segurador de ordem zero.
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Filtro ideal e segurador de or

= = =Filtro ideal
—— Segurador de ordem zero

Médulo

wiwa

Figura 11.17 Comparagio entre os modulos |G;(jw)| do filtro ideal e |G.(jw)| do segurador de

ordem zero .
Conforme se pode perceber na Figura 11.17, o segurador de ordem zero n3o re-
move as componentes de frequéncia maiores que wa/2, introduzindo assim algum
aliasing. Quanto maior for a frequéncia de amostragem wa menor serd a super-
posi¢cdo de harmdnicas que geram o aliasing. Na maioria dos casos praticos a res-
posta do segurador de ordem zero é considerada satisfatéria quando a frequéncia
de amostragem é adotada como sendo pelo menos 10 vezes maior que a com-

ponente de maior frequéncia presente no sinal continuo (wa > 10wy).
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