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Funcdo de Transferéncia

Num sistema discreto no tempo, a entrada u(k) e a saida y (k) sdo sequéncias
de niimeros, sendo portanto suscetiveis de representacdo por transformadas
Z. A descricao matematica fundamental de um sistema dindmico discreto
no tempo é uma equacgado de diferencas. No caso de ser linear e invariante
no tempo ela é do tipo

y(k+n)+an—1y(k+n—1)4+ ap—oy(k+n—2)+ ...+ ay(k) =
bmu(k + m) + bpm—1u(k+m—1) + bp—ou(k+m—2)+ ...+ bou(k) (1)

sendo n a ordem do sistema, e a; (i =0,....n—1) e b; (j =0,...,m)
constantes, com m < n (para que o sistema seja causal, ou seja a saida
ndo dependa de valores futuros da entrada).

Aplicando a propriedade (10.3) do avan¢o na equagdo (1), obtém-se

n—2

Y(2)=) y(k)z" *+an 12" 'Y (2)—ap Zy(k)z"_l_k—l—. HaY(z) =

3
-

m—2
bmz™U(2)—bm > u(k)z™ 4 bp12"" U(2)—bm-1 Z u(k)z™ R b U(2).
k=0

)
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Funcdo de Transferéncia

Supondo condi¢des iniciais nulas
y,,_1:y,,_2:...:yO:um_lzum_2:...:u0:0, (3)
obtém-se

(z" +ap 12"+ 4 ao) Y(z) = (bmzm +bpz™ bo) U(2).

(4)
A funcg3o de transferéncia G(z) é definida como a razdo das
transformadas Z da saida Y(z) e da entrada U(z) do sistema
supondo condi¢des iniciais nulas (c.i. = 0), ou seja,
Y(2)
G(z) = 5
@2 0@ ©)
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Funcdo de Transferéncia

Logo, a fungdo de transferéncia é dada por

m m—1
G(z):Y(Z):me + bm_1z —f—...—l-bg7 com m < n.
U(z) zZ"+a,_1z" 14+ .+ ag
(6)

Note que G(z) independe dos sinais de entrada e saida, desde que
haja condi¢des iniciais nulas, G(z) depende apenas dos pardmetros
aj (emque i =0,...,n—1), bj (com j =0,...,m) e das ordens n
e m.

Um sistema discreto, linear e invariante no tempo G(z), com entrada
U(z) e saida Y(z), é apresentado na Figura 10.6.

U(z) G() Y(2)

Figura 10.6 Sistema G(z) com entrada U(z) e saida Y(z).
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Funcdo de Transferéncia

Assim como no caso dos sistemas continuos, os pontos do plano z em que
a fun¢do G(z) tende ao infinito sdo os polos de G(z). Ja os pontos em
que a funcdo G(z) se anula sdo os zeros de G(z). No caso de G(z) ser
racional, como na equacgio (6), tem-se que

@ os polos s3o as raizes do polinémio do denominador de G(z), e
@ os zeros s3o as raizes do polindmio do numerador de G(z).

Uma outra forma equivalente de expressar a fun¢do de transferéncia (6) é
através de poténcias negativas de z. Para isso basta multiplicar o nume-

rador e o denominador da Equacdo (6) por z~", ou seja,
Y bmz™ " 4 b1z "L 4 bz "

G(z) = (z): m? + Om1z te--t o0z , com m<n.
U(z) 1+ a,1z71+...+a39z™"

—~
~
~—

Algebra de blocos

E facil verificar que valem para as fungdes de transferéncia em z as
mesmas regras de dlgebra de blocos que as das fun¢bes de transferéncia

em s.
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Transformada Z inversa

Deseja-se determinar a sequéncia f(k), cuja transformada Z é uma
dada fun¢do F(z). A sequéncia f(k) é dita transformada Z inversa
e pode ser obtida através dos seguintes métodos:

1) Expansao em série por divisdo continua

A expansdo em série de poténcias da fun¢do F(z) consiste na sim-
ples divisdo continua do polindmio do numerador pelo polinémio do
denominador e identificacdo dos coeficientes que multiplicam as di-
ferentes poténcias de z.

2) Programa de computador

Consiste em determinar numericamente a sequéncia f(k) a partir
de uma equacdo de diferencas implementada dentro de um laco de
repeticdo de um programa de computador. Para obter a equacado de
diferengas supde-se que F(z) seja uma fungdo de transferéncia com
entrada impulsiva e condi¢des iniciais nulas.
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Transformada Z inversa

3) Expansiao em fragGes parciais
Considere a funcio

bmz™ 4 bp_1z™ 1+ ...+ by
(z—=p1)(z=p2)(z—p3)...(z— pn)

F(z) =

, com m<n.

(8)
O método da expansdo em fracdes parciais consiste em expandir a
fun¢do da Equagdo (8) em fragdes que podem ser facilmente iden-
tificaveis na tabela de transformadas Z. A diferenca deste método
com relagdo aos dois anteriores é que o resultado da transformacao
inversa da fun¢do F(z) é uma funcdo f(k) e ndo uma sequéncia
(k).
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Exemplo 10.6 (Expansdo em série por divisdo continua)

Determine f(k) para k =0, 1, 2, 3, 4, 5 quando F(z) é dada por

P YT ®)

Escrevendo F(z) com poténcias negativas de z, obtém-se

V4

F(z) =
@)= e oos 222 +1)
_ z z
- z23-2522427-05 z3
272

- 1-25z"14272_-05z3"
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Exemplo 10.6 (Expansdo em série por divisdo continua)

Dividindo o numerador pelo denominador da Equagdo (10), obtém-se

2 [1-252"! 4222 05,-3

27 AR adent 0,527 2 +25:7° $495: 016,125 5 1.
+2,5273 —2z74 0.5z7°
-25:73 +6,25:74 =8z3% 125228
+4,25z~1 —4,527% +1,2527%

—4252"* +10,625273 —8527% +2,125:-7
+6,1262 > —17,2527° +2:195--T

F(z) =272 +25272 +4,2527% 4 6,12527° + ... (11)

F(0)=0, f(1)=0, f(2)=1, f(3)=25, f(4) =425 f(5)=6,125.

Conforme se pode notar, este método fornece diretamente os elementos da
série (F(z) = Y42y f(k)z™*) e ndo uma expressio geral para a sequéncia

f(k)
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Exemplo 10.7 (Programa de computador)

Determine f(k) para k =0, 1, 2, 3, 4, 5 quando F(z) é dada por
F(z) =

(z—05)(z—1)*

Supondo que F(z) é a saida de um sistema com entrada impulsiva (U(z) = 1)
e com condigdes iniciais nulas, entdo

Sy r—

Escrevendo F(z) em termos de poténcias negativas de z, obtém-se
V4

= U . ]-4
1-25z"1427z72-05z3 (2) (14)
Passando o denominador multiplicando o lado esquerdo da equagao,

F(z) — 25z 'F(z) +2z72F(z) — 0,5z 3F(z) = 2 2U(=2), (15)

(12)

U(z). (13)

-2

F(2)

aplicando a propriedade do atraso, e isolando f(k) obtém-se a equagdo de
diferencas

f(k) =25f(k —1) —2f(k —2) +0,5f(k —3) + u(k — 2) (16)
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Exemplo 10.7 (Programa de computador)

Sabendo-se que f(—1) = f(—2) = f(—3) = 0 e que u(k) é um impulso
(u(k) = (k)), os valores de f(k) (k =0,1,2,3,...) podem ser calculados
por meio de uma implementa¢do da Equacdo (16) num programa de com-
putador como o apresentado a seguir (em linguagem C).

Tabela 10.1 Programa e coeficientes para k=0,1,2,...,10

B WRETCET
fk_2=0; 0 0 0
fk_3=0; 1 0 0
for (k=0;k<=10;k++) 2 1 1
{ 3 0 2,5000

if (k==2) uk_2=1; 4 0 4,2500
else uk_2=0; 5 0 6.1250
fk=2.5*%fk_1-2xfk_2+0.5*%fk_3+uk_2; 6 0 8,0625
fk_3=fk_2; 7 0 10,0313
fk_2=fk_1; 8 0 12,0156
fk_1=fk; 9 0 14,0078
}M—#___f_____ 10 0 16,0039
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Expansdao em fracoes parciais: polos distintos

Se F(z) possuir pelo menos um zero na origem (by = 0) e apenas
polos distintos, entdo pode-se realizar a seguinte expansao:

F(z a a a
2)__a 2 o, , (17)
z zZ—p1 Z—p2 Z— Pn
onde cada coeficiente a; (i = 1,2,...,n) pode ser calculado como
F(z
aj = [(z - pi) (z )} . (18)
Z=pj
Apds a expansdo F(z) pode ser escrita como
a1z arz anz
Fz) = 22 4 222 4 422 (19)
zZ—p1 zZ— P2 Z — Pn
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Expansdao em fracoes parciais: polos distintos

A inversa de F(z) é a soma das inversas

a:
z-1 { iz } = a;(p))¥, com i=12,....n. (20)
Z—Ppi
A expans3o de F(z)/z visa apenas facilitar a identificagdo das fragdes
expandidas na tabela de transformadas Z. Caso F(z) n3o possua
pelo menos um zero na origem o método também pode ser aplicado,
ou seja,
a a a
Flz)= 2 4+ -2 4+ 4+ (21)
zZ—p1 zZ— p2 Z — Pn

Pela propriedade do atraso, tem-se que

Z_l |:a’:| = Z_l |:Z_13izj| = ai(pi)k_17 com | = 1727 <.
Z — pj Z = pi
(22)

Se F(z) possuir polos complexos conjugados, entdo cada polo com-

plexo também pode ser manipulado como sendo uma raiz distinta.
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Expansiao em fracoes parciais: polos miltiplos

Se F(z) possuir um polo p com multiplicidade m, entdo devem ser
desenvolvidas m fracdes associadas a p, ou seja,

by b bm
+ + ...+ .
z=p" (z—p)"* (z—p)
Prova-se que cada constante b; (j = 1,2,...,m) pode ser calculada

como
bj =

1 @t m F(z
(1) A% o T [(z —p) (2)] : (23)

A equagdo (23) também se aplica no caso de F(z) possuir polos
complexos conjugados mdiltiplos.
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Exemplo 10.8 (Expansdo em fragdes parciais)

Determine a transformada Z inversa de

F(z) =

V4

(z—05)(z—1)*

(24)

Note que F(z) possui um zero na origem e um polo miltiplo em z = 1 com

multiplicidade m = 2.
a) F(z)/z pode ser expandida em frag8es parciais do seguinte modo:
F(2) a1 b by

z :sz,5+(271)2+271’

sendo

a:[&—QQquﬁ :[@—Qggggglggf}i =4

(z—0,5)(z—1)

o=ty [ie =0 T2 = - g ) -
b= g s [ )
o iz {(Z y (z - 075)1(2 - 1)2] 2 {(Z —_;,5)2_ =

(25)

(26)

(27)

(28)
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Exemplo 10.8 (Expansdo em fragdes parciais)

Portanto, A ) A
z z —4z
F(z) = . 29
(2) Z—O,5+(z_1)2+z—1 (29)
Da tabela de transformadas Z obtém-se
f(k) =4(0,5)K +2k —4, com k=012, ... (30)
Logo,
f(5) = 6,125, £(6) =8,0625, f(7)= 10,0313,
f(8) = 12,0156, £(9) = 14,0078, f(10)= 16,0039.
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Exemplo 10.8 (Expansdo em fragdes parciais)

b) Outro modo de obter os coeficientes da expansdo F(z)/z é através
de uma identificagdo dos coeficientes do polinGmio do numerador antes e
depois da expansdo em fracdes parciais. Assim,
F(z a b b
@_ o b b
z z—05 (z—1) z—1
_a(z - 1)2 + bi(z — 0,5) + ba(z — 0,5)(z — 1)
(z—05)(z —1)°
Identificando a;(z — 1)? + by(z — 0,5) + by(z — 0,5)(z — 1) = 1, ou seja,

22(31 + bz) + 2(7281 + by — 1,5b2) +a; —0,5b; +0,5b, = 1. (32)

(31)

A Equacdo (32) tem solu¢do quando
ay+ b, =0,
—2a;+ by — 1,5b, =0, (33)
ar — 0,5b; +0,5b, = 1.

Resolvendo o sistema (33) obtém-se os mesmos resultados que em (26),
(27) e (28), ou seja, a1 = 4, by =2, by = —4.
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Exemplo 10.8 (Expansdo em fragdes parciais)

c) Em vez de expandir a funcdo F(z)/z pode-se também expandir F(z),

isto &,
A= s oot 4
sendo
a1=[(z—-05) F(2)],—05 = [(Z —09) (z—0,5)(z— 1)2] 2=05 -
(35)
by = Jim [(z = 1)* F(2)] = fim l(z s 1)2] -
(36)

1 . d2—1
2-1) am g2 {(Z -1’ F(Z)}

—imi z — 2 z = lim —05 = -
=1lm % l( D (20,5)(21)2] Zlﬁll(zoﬁ)z} i
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Exemplo 10.8 (Expansdo em fragdes parciais)

Portanto,
2 2 2

z—0,5+(z_1)2_z—1'

F(z) =

Aplicando a propriedade do atraso na Equagdo (38), obtém-se a
seguinte transformada Z inversa

(38)

20051 +2(k—-1)—2 k=123,...
fky = ¢ 20002k (39)
0 k=0.
A Equagdo (39) também pode ser escrita como
k—1 075
f(k) =2(0,5) 05 + 2k — 4. (40)
Logo,
f(k) =4(05)K +2k —4, com k=012,..., (41)

que é igual a f(k) da Equag¢do (30).
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