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Equacdes no espaco de estados

De um modo simplificado serdo consideradas as seguintes equacdes de es-
tado:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2)
onde A é chamada matriz de estado, B, de matriz de entrada, C, de matriz
de saida, e D, de matriz de transmiss3o direta. A Equagdo (1) é a equagdo

de estado de um sistema linear invariante no tempo e a Equagdo (2) é a
equacdo de saida para o mesmo sistema.
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Diagrama de blocos do modelo de espaco de estados

Uma representagdo do diagrama de blocos das equa¢des (1) e (2) é mostrada
na Figura 2.14.

FIGURA 2.14
Diagrama de
> D(1)

blocos de um

sistema de

(ciontrole linear (i) ) x(7) y(®)
le tempo B(/) Jar c()

continuo,

representado
no espago de
estados. A1) <

4/61



Exemplo 2.12

Considere o sistema mecéanico indicado na Figura 2.15. Admitimos que
o sistema seja linear. A for¢a externa u(t) é a entrada do sistema, e o
deslocamento y(t) da massa é a saida. O deslocamento y(t) é medido a
partir da posicdo de equilibrio, na auséncia da forca externa. Este é um
sistema de entrada e saida Unicas.
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Exemplo 2.12

De acordo com o diagrama, a equacdo do sistema é:
my + by + ky = u (3)

Esse sistema é de segunda ordem. lIsso significa que ele contém duas derivadas
ou dois integradores. Vamos definir as varidveis de estado xi(t) e x2(t) sejam
respectivamente a posi¢do e a velocidade da massa:

xi(t) = y(t)
x(t) = y(t)
Ent3o obtemos

ou
x1(t) = xo(t) (4)
*(t) = —ﬁxl — £X2 + —u (5)
A equacio de saida é:
©),



Exemplo 2.12

Sob a forma vetorial-matricial, as equagGes (4) e (5) podem ser escritas como:

R Rl HE ™

m m

A equagdo de saida, Equagdo (6), pode ser escrita como:

y=0 o2 @)

A Equacgdo (7) é uma equacido de estado e a Equac3o (8) é uma equacdo de saida
para o sistema. As equa¢des (7) e (8) estdo escritas na forma-padrdo (1), (2),
onde

A= [—Ofn _1,,],32 [?],cz 1 0],p=o.

m m
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Exemplo 2.12

A Figura 2.16 é um diagrama de blocos do sistema. Note que as saidas dos
integradores sdo varidveis de estado.

FIGURA 2.16
Diagrama U 1 % I *2 1=y
de blocos
do sistema
mecanico
mostrado na m [

Figura 2.15. T
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Funcoes de transferéncia e equacdes no espaco de estados

A seguir, mostraremos como obter uma funcdo de transferéncia de um sis-
tema de entrada e de saida unicas a partir das equacgdes no espago de
estados.

Consideremos o sistema cuja fun¢do de transferéncia é dada por:

Y(s) o

Esse sistema pode ser representado no espaco de estados pelas seguintes
equacoes:
x(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (11)
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onde x é o vetor de estado, u é a entrada e y é a saida.
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Funcoes de transferéncia e equacdes no espaco de estados

A transformada de Laplace das equagdes (10) e (11) é dada por:
sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s) (12)
Y(s) = CX(s) + DU(s) (13)
Uma vez que a fun¢3o de transferéncia é a relagdo entre a transformada de Laplace

da saida e da entrada quando as condi¢des iniciais sdo nulas, estabelecemos x(0)
igual a zero na Equagdo (12). Entdo, temos

sX(s) — AX(s) = BU(s) = (sl — A)X(s) = BU(s)

Multiplicando previamente por (sl — A)~! ambos os lados dessa (ltima equag3o:

X(s) = (sl — A)"'BU(s) (14)
Substituindo a Equa¢do (14) na Equagdo (13), temos:
Y(s) = [C(sl — A)"*B + D]U(s) (15)
Comparando a Equac3o (15) com a Equacdo (9), vemos que:
_Y(s) -1
G(s) = UGs) C(sl—-A)""B+D (16)

é a funcdo de transferéncia do sistema em termos de A, B, C e D.



Funcoes de transferéncia e equacdes no espaco de estados

-1

Observe que o lado direito da Equagdo (16) envolve (sl — A)™". Sabe-se

que para uma matriz 2 x 2, por exemplo, tem-se que

ER: 41 [d -b_ 1 d —b
Y R = ] M R N

Em consequéncia, G(s) pode ser escrito da seguinte maneira:
(5) = o)
|sl — A
onde Q(s) é um polindmio em s. A notacdo |sl — A| = det(sl — A) é igual
ao polindmio caracteristico de G(s).

Definicao: Autovalores e polos

O escalar A\ é chamado de autovalor da matriz A, e ele corresponde aos
polos da fun¢do de transferéncia G(s). Para calcular os autovalores de uma
matriz basta resolver a equacdo caracteristica:

det(A — A) = det(A — \/) =0
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Exemplo 2.3

Considere novamente o sistema mecanico mostrado na Figura 2.15. As equagdes
de espaco de estados para o sistema sdo dadas pelas equagdes (7) e (8).Vamos
obter a funcdo de transferéncia do sistema a partir das equagles do espaco de
estados. Pela substituicdo de A, B, C e D na Equacgio (16), obtemos:

G(s)=C(sl—A)"'B+D

~ 1 0}{[3 ﬂ‘{—oﬁ, —lfj}l m”
=[1 [m (ng,)]_l N

1 -
M-t = - adj(M (M) = [M;]' M = (—1)"™|H;
det (M) adj(M) = adj(M) = [My]' com M = (=1)""|Hj]|

em que Hj; é uma submatriz de M, de ordem (n — 1) obtida eliminando a j-ésima
linha e j-ésima coluna de M. Se M é uma matriz 2 x 2, tem-se

i [a bt 1 d —b
|lc d| a-d—c-b|—c a

Sabendo que
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Exemplo 2.3

Note que

s -1 17t 1 (s+2) 1
m s+ ks kL 5 s

m m

Portanto, temos:

1 (s+2) 1} m
G(s)=1|1 O ——— [ m
()= 0 s2+ Ly K . =
1
ms? + bs + k
Que seria a mesma func3o de transferéncia obtida aplicando-se a transfor-
mada de Laplace na equagdo diferencial de segunda ordem (3):

1

my+ by +ky = u = (ms* +bs+ k)Y (s) = U(s) = G(s) = —5—"p——
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REPRESENTACAO EM FORMAS CANONICAS )
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Representacdo de funcdes de transferéncia no espaco de estados

Representacao no espaco de estados em formas candnicas.
Considere um sistema definido pela seguinte equacao diferencial de ordem
n:

y(n) _i_aly(n*l) + .o _|_ an_1y+any — bou(") + blu(nfl) + [ + bn—]_L.I—i_ bnu

(17)
onde u é a entrada e y é a saida. Essa equacdo também pode ser escrita
como a seguinte funcdo de transferéncia.

Y(S) - bos" + blsn_l 4+ -+ bp_15+ b,
U(s)  s"+as"1+.--a, 15+ap

(18)

Muitas técnicas estdo disponiveis para a obtenc3do da representacdo no
espagco de estados a partir de fungbes de transferéncia. Nesta aula, in-
troduziremos as representacdes no espaco de estados de sistemas definidos
pelas equagdes (17) ou (18) nas formas candnicas controlavel, observavel e
diagonal (ou de Jordan).
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Representacdo de funcdes de transferéncia no espaco de estados

Forma canoénica controlavel.
A seguinte representacao no espaco de estados é denominada forma candnica
controldvel:

)'(1 0 1 0 cee 0 X1 0
X2 0 0 1 0 X 0
= : 5 : S e (29)
Xn_1 0 0 0 1 Xn—1 0
L Xn 1 | —dn —@n-1 —ap-2 - —Aai| | Xn | _]-_
X1
X2
y = [(bn — anbo) (bn—1—an-1bo) -+~ (b1 —aibo)] | . | + bou (20)
Xn

A forma candnica controldvel é importante na discussdo do projeto de sis-
temas de controle pela abordagem por alocacao de polos.
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Representacdo de funcdes de transferéncia no espaco de estados

Forma canénica observavel.
A seguinte representacdo no espaco de estados é denominada forma candnica
observavel:

Xl 00 --- 0 —dnp X1 (b,,—a,,bo)
X: 1 0 --- 0 —a, X: bn_1 — ap—1b
1= S I Gl I L R DAY
Xn 00 --- 1 —al Xn (bl—albo)
X1
X2
y=[0 0 -+ 0 1] | /| + bou (22)
Xn

Note que a matriz de estado nx n da equagdo de estado dada pela Equagdo (21)
é a transposta daquela equagdo de estado definida pela Equagdo (19).
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Representacdo de funcdes de transferéncia no espaco de estados

Forma canbdnica diagonal.
Considere a fungdo de transferéncia definida pela Equagdo (18). Conside-
ramos aqui o caso em que o polinémio do denominador envolve somente

raizes distintas. Para o caso de raizes distintas, a Equagdo (18) pode ser
reescrita como:

Y(s)  bos"+ bis" 1+ -+ by_1s+ by

Us)  (s+p)(s+p2)-(s+pn)
c c Cn
s+p1 S+po S+ pn
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Representacdo de funcdes de transferéncia no espaco de estados

A forma candnica diagonal da representacdo no espaco de estados desse

sistema é dada por:

X1 —p1

X2

Xn 0
Yy = [61

0 X1 1
—pP2 X2 1
e o N 7] (24)
—Pn Xn 1
X1
X2
C - Cn] + bou (25)
Xn
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Representacdo de funcdes de transferéncia no espaco de estados

Forma canoénica de Jordan.

Em seguida, consideraremos o caso em que o polindomio do denominador da
Equag3o (18) envolve raizes miiltiplas. Para esse caso, a forma candnica
diagonal anterior precisa ser modificada para a forma canénica de Jordan.
Suponha, por exemplo, que alguns polos (p;, i = 4,...,n) sejam diferentes
entre si, mas os trés primeiros polos (p;j, i = 1,2,3) sdo iguais, ou seja, que
p1 = p2 = p3. Entdo, a forma fatorada de Y(s)/U(s) resulta em:

Y(s) bos" + bys" 1+ ...+ b,_15+ b,
U(s)  (s+p1)3(s+pa)(s+ps) (s +pn)

R
(s+p1)® (s+p)* s+p1 s+tps S+ Pn
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Representacdo de funcdes de transferéncia no espaco de estados

A representacdo desse sistema no espaco de estados, na forma canénica de
Jordan, é dada por:

] 1 0|0 - 0 Vgl 0]
X2 0 —p1 1 X2 0
x| |0 0 -p| 0O - 0 X3 1
Xa| — 0 0 —pa 0 X4 + 1|y (26)
xl ] 0 -~ 0|0 —pn | xal L1
X1
X2
y = [Cl (o, I C,,] : + bou (27)

Xn
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Exemplo 9.1

Considere o sistema dado por

Y(s)  s+3
U(s) s2+3s5+2

Obtenha a representacdo no espaco de estados nas formas candnicas con-
troldvel, observdvel e diagonal.
Forma canénica controldvel:

) =[5 ] ]+

=6 il
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Exemplo 9.1

o) =0 5 Lol

=2 -1 []]



SOLUCAO DA EQUACAO DE ESTADOS E
EXPONENCIAL DE MATRIZ
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Solucdo da equacdo de estado homogénea

Considere a equagdo diferencial vetorial-matricial de um sistema auténomo
(sem entradas)
x = Ax (28)

onde x = é um vetor de ordem n, A = é uma matriz constante de ordem
nx n.
Em termos da matriz exponencial, a solu¢do da Equagdo (28) pode ser
escrita como:

x(t) = ePtx(0) (29)

Como a matriz exponencial é muito importante na andlise por espaco de
estados de sistemas lineares, a seguir examinaremos alguns métodos para
resolvé-la.
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Teorema de Cayley-Hamilton

O teorema de Cayley-Hamilton é bastante (til na prova de teoremas que en-
volvem equac¢des matriciais ou soluciona problemas que envolvem equacgées
matriciais.

Sabendo que a equacgdo caracteristica de uma matriz A n X n é dada por:

detM —A) =M —A| =X"+a )" 4. . 4+a, 1\+a,=0,

o teorema de Cayley-Hamilton estabelece que a matriz A satisfaz sua prépria
equagdo caracteristica, ou seja:

A"+ A" fa, 1A+ a,l =0 (30)
Esse teorema pode ser usado para resolver qualquer fun¢do matricial, in-

cluindo a exponencial de matriz, conforme veremos nos exemplos a seguir.
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Exemplo Cayley-Hamilton

Calcule a inversa da matriz
0 1
A= [—1 2.5}

A equacao caracteristica de A ¢

A -1

det()\I—A):|)\I—A\:‘1 Y

‘:0:>)\2—2.5>\+1:O

Multiplicando ambos lados da equacdo por A~ tem-se
A=25+ A 1t=0=>2A"1=25-)

Usando Cayley-Hamilton e aplicando A a equacgdo caracteristica, tem-se

4 e A [25 0] [0 1] [25 -1
ar=asoa= [T 10 =T 0

que equivale a inversa de A.
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Funcao de matriz quadrada - Propriedade baseada em

Cayley-Hamilton

Seja f(A\) uma fun¢do polinomial no autovalor A, entdo

n—1
FO) =D adf,  i=1,...,n
k=0

e pelo Teorema de Cayley-Hamilton
n—1
FA) = a,A
k=0

Se os n autovalores de A forem distintos, teremos n equa¢des em A para
determinar n coeficientes (ak, k = 0,...,n—1). No entanto, se nem todos
autovalores de A forem distintos, possuiremos menos equa¢des do que o
necessario para computar os coeficientes «ay, nesse caso, pode-se fazer o
uso das derivadas de f(\) com relagdo a A.
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Exemplo: Poténcia de matriz quadrada com autovalores

distintos

Calcule a funcio A* para

3 2
a0 ]
Solucao:
1 0 3 2 A—=3 =2
seir - my—as (s} 9] - [ ) a5 2] -0
4416 — 12
A2—4)\+3:0:>/\:+:>/\1:3,/\2:1.

Usando a propriedade do slide anterior:

3* =ag+ w3 8l = 3 =40
)\4:ao+a1)\,:>{ ot :{ %o tdo  x X

14:a0+a11 l=ag+ ap = —39
Pelo teorema de Cayley-Hamilton

i oo 3 2] [81 80
A* = —301 + 40A = 39{0 1]+4o{0 1]_{0 1}
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Exemplo: Poténcia de matriz quadrada com autovalores

multiplos

Calcule a fungdo A° para

1 2
N

Solucao:
Usando a propriedade:

MO = ag + ag ), 10)° = oy

Como A =1 isso implica em a3 = 10 e ag = —9, e pelo teorema de Cayley-
Hamilton
-9 0 10 20 1 20
10 _ — = =
R I B e B Py

que equivale a A0,
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Exemplo: Exponencial de matriz quadrada com autovalores

distintos

Calcule a fungdo exp(At) para

3 2
St
Solucao: Sabendo que A\; =3 e A\, =1, usando a propriedade, tem-se:
o3t _ ot
3t _ ] =
At et =ap+a;-3 2
e =ap+ a1\, =
0 ! {et—a0+a1~1 3et — 3t
o= ———
2
Pelo teorema de Cayley-Hamilton
3ef @3t 3 <e3t_et) ) (em—et)
exp(At) = ool + 1A = 2 3 :0 3 | + 2 ETR
0 % 0 e ';e




Exemplo: Exponencial de matriz quadrada com autovalores

multiplos

Calcule a funcdo exp(At) para

1 2
A= |:0 1:| :>/\1:)\2:1.
Solucao:

Usando a propriedade:

M =ag+ ar ), teM = oy

Como A =1 isso implica em a1 = te e ag = (1 — t)e’, e pelo teorema de
Cayley-Hamilton

t et
exp(At) = (1 — t)e'l + te'A = ¢ te 0 }

0 et — tet



Calculo de et por diagonalizacdo

Se a matriz A pode ser transformada na forma diagonal (A = PDP~ ! em

que D é uma matriz diagonal com os mesmos autovalores de A), entdo eAt
pode ser dada por:

eMt 0
Aot

At =PePP =P _ pt (32)

0 e)\,,t
onde P é uma matriz de transformagdo que diagonaliza A. No caso de

A possuir apenas autovalores distintos e estiver escrita na forma candnica
controlavel, a matriz P que diagonaliza A é dada por

A\ Ao oA,
p=| X A - X\
AT AT e AT
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Calculo de e”t por diagonalizacio

Por exemplo, considere a seguinte matriz A:

01
a-[3 3
cuja equagdo caracteristica é:
A -1
det(A/ — A) = |Al — A| = det [_3 N 2]
=X -22-3=0L+1)(1-3)=0
Portanto, a matriz A tem um autovalorem A = —1 e outroem A = 3. A

matriz de transformag¢3do que vai transformar a matriz A na forma diagonal
pode ser dada por:
1 1
Sy
A inversa da matriz P é:
p-1_1 {3 —1} _ [0.75 —0.25}

411 1 0.25 0.25
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Calculo de e”t por diagonalizacio

A

Assim podemos encontrar eAt a partir de eP*:

eAt:PeDtP—l

1 1]Jet 0]f0.75 —0.25

T -1 3/ [0 €] |025 025
[e=t €3t] [0.75 —0.25

T |—et 3e€3%| (025 0.25

~ [ 0.75e7t +0.25¢%  —0.25e7t + 0.25¢%
| —0.75e7t 4+ 0.75e3"  0.25e7* + 0.75e3*
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Calculo de e?t por transformada de Laplace

Outro método de célculo de e”t é dado pela transformada inversa de Laplace
como segue:

M= L7 (sl - A)TY]

Ent3o, para obter et primeiro inverta a matriz (sl — A). lIsso resulta em
uma matriz cujos elementos sdo funcdes racionais em s.

Ent3o, considere a transformada inversa de Laplace de cada elemento da
matriz.
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Exemplo 9.7

Considere a seguinte matriz A:

Sl

Calcule e”t usando 1) diagonalizacdo e 2) transformada de Laplace.
Método 1. Os autovalores de A sdo 0 e —2 (A\; = 0, Ay = —2). Uma
matriz de transformacdo necessidria P pode ser obtida como:

S

Entdo, a partir da Equacdo (32), et é obtida como segue:

A1 L][e% 011 3] 1 3(-e)
0 —2/|0 e2]]0 -3 |0 e 2t
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Exemplo 9.7

Método 2. Como
s 0 0 1 5 —1
R F R Y R e

obtemos:

Portanto,
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Calculo de e”t por Cayley-Hamilton

Caso 1: A possui autovalores distintos.

e = ag(t)l + a1 (t)A + ax(t)A% + - + apmo1(£)A™ ! (33)
em que, por Cayley-Hamilton, os coeficientes «(t) para (k = 0,1,2,...,n—1)
podem ser determinado por meio da solucao do seguinte conjunto de n equagdes

para o ay(t):

ao(t) + a1 (A + )3 + -+ a1 (DA = eMt
ao(t) + ar(t)ha + a3 4 -+ a, 1 (DA = et

ao(t) + aa()Ay + a2X2 4+ -+ a1 (DAL = Mt

Se A é uma matriz n X n e possui autovalores distintos, entdo o nimero de a(t)
a ser determinado é n.
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Calculo de e”t por Cayley-Hamilton

Caso 2: o polinémio minimo de A envolve raizes miiltiplas.

Como um exemplo, considere o caso em que o polindmio minimo de A possui trés raizes
iguais (A1 = A2 = A3) e possui outras raizes (As,As, . ..,\,), todas elas distintas. Assim
como no caso 1:

er = ao(t)l + ca(t)A + aa(t)A® + - + a1 (£)A™! (34)
cujos coeficientes au(t) para (k =0,1,2,...,n— 1) podem ser determinados por:
ag(t)+3a3(t)/\1+m+%2("_2) (N = ge*lt
a1(t) + 200(t)A + 3a3(t)A] + - 4 (n — Dan_1(D)A] 2 = te™*
ao(t) + oa ()M + an()AT + -+ + an 1(t))\f =Mt
ao(t)+a1(t)/\4+a2(t)Ai+ o anoa (BN =M

Oéo(t) + Oél(t))\n + Oéz(t))\?, 4+ -+ ap— 1( ))\n 1 e’\”t

Observe que as ultimas equacdes sdo idénticas as obtidas para o caso de autovalores
distintos, no entanto, as equag¢les relacionadas aos autovalores miiltiplos sdo obtidas
aplicando-se uma derivada de ordem k =1,...,/ — 1 (em que £ é a multiplicidade) com

relacdo ao autovalor miltiplo e dividindo-se por k!.
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Exemplo 9.8

Considere a matriz
0 1
A=l %)

At ytilizando o Teorema de Cayley-Hamilton.

Determine e
Solucao:
Como a matriz A é triangular superior, os
dois autovalores estdo na diagonal princi-
pal: A1 = 0 e X2 = —2 e, portanto sdo ao(t) — 20u(t) = e~
distintos. Assim:

Ozo(t) =1
2t

A Resolvendo para ao(t) e ai(t), temos:
t

e = ao(t)l + ar(t)A

1 —2t
t) =1 t)==(1—
em que ao(t) e a1(t) podem ser obtidos a aolt) » ) 2( e”)

artir de - .
P Entdo, e** pode ser escrita como:

Oco(t) + Oc1(t)>\1 = eklt

At 1 —2t
= t)l t)A=1+ =(1— A
Oéo(t)+a1(t)A2:e)\2t e 050( ) +O[1( ) + 2( e )

[t

substituindo os autovalores, tem-se =lo e—2t
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Solucdo das equacdes de estado nao homogéneas

A equag¢do de estado ndo homogénea (com entrada) descrita por:
x = Ax + Bu (35)

onde x =vetor n, u =vetor r, A = matriz constante n X n, B = matriz
constante n X r apresenta a seguinte solucdo

x(t) = ex(0) + /0 teA(f—ﬂBu(T)dT (36)

que também pode ser escrita como:

x(t) = ®(£)x(0) + /O ®(t — 7)Bu(r)dr (37)

onde ®(t) = eAt. A solucdo x(t) é claramente a soma de um termo que
consiste na transicdo do estado inicial (solugdo da equagdo homogénea) e
de um termo proveniente do vetor de entrada.
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Exemplo 9.6

Obtenha a resposta temporal do seguinte sistema:

= 1% SRl

onde u(t) é a fungdo degrau unitdrio que ocorre em t = 0, ou

Para esse sistema,

[52)oef

A matriz de transicio de estado ®(t) = e”* pode ser obtida por algum dos
métodos apresentados, obtendo-se:

O(t) = Pt = [

Qe t_e 2t e t—e2t
—De t42e72t et e 2t
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Exemplo 9.6

A resposta ao degrau unitdrio é, entdo, obtida como:

t —(t—7) _ o—2(t—7) —(t—7) _ o—2(t—7)
At 2e~(t77) ¢ e e 0
x(t) = e"'x(0) +/o |:2e(t7') 4 0e-2t-7)  _g—(t-7) 4 0g-20t-7)| |1 [1]dT

ou
xi(t)] [ 2e7t—e7?t e t—e 2t ] [x(0) N
xo(t)| | —2e7t4+2e72  —e Tt +2e7%| | x(0)
Se o estado inicial for nulo, ou x(0) = 0, entdo x(t) podera ser simplificada para:

-]
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CONTROLABILIDADE, OBSERVABILIDADE,
ESTABILIZABILIDADE E DETECTABILIDADE
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Controlabilidade completa de estado de sistemas de tempo continuo

Considere o sistema de tempo continuo

x = Ax + Bu (38)

Definicdo: Controlabilidade

O sistema descrito pela Equagdo (38) serd dito de estado controldvel em t = t
se for possivel construir um sinal de controle n3o limitado que transfira o sistema
de um estado inicial para qualquer estado final, em um intervalo de tempo finito
tp < t < t;. Se todo estado for controldvel, entdo o sistema serd considerado de
estado completamente controlavel.

Se o sistema for de estado completamente controldvel, entdo, dado qualquer estado
inicial x(0), o posto (ndmero de linhas ou colunas linearmente independentes) da
matriz de controlabilidade

Ctrb(AB)=[ B |AB|--- | A" 1B |

deve ser n (n vetores-coluna linearmente independentes). No caso de sistemas
com Unica entrada, a matriz de controlabilidade é quadrada e o teste é equi-
valente a verificar se o determinante da matriz de controlabilidade é nao nulo!

(det(Ctrb(A,B)) # 0)
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Exemplos Controlabilidade

Exemplo 9.10. Considere o sistema dado
por:

Como

Ctrb(AB)=[ B | AB | = [é (1)}

det(Ctrb(A,B)) = 0,

o sistema n3o é de estado completamente
controlavel.

Exemplo 9.11. Considere o sistema dado
por:
Xl _ 1 1 X1 O
Rl MR HE
Para esse caso,

1 -1
det(Ctrb(A,B)) # 0,

Ctrb(AB)=[ B | AB | = {0 1}

O sistema é, portanto, de estado comple-
tamente controlavel.
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Controlabilidade e Forma de Jordan

Se o sistema (38) estiver na forma de Jordan, ele é de estado completamente
controlavel se, e somente se,

(1) ndo houver dois blocos de Jordan na matriz J associados ao mesmo
autovalor,

(2) os elementos de qualquer linha de B equivalente que correspondem a
ultima linha de cada bloco de Jordan n3o forem todos nulos, e

(3) os elementos de cada linha da matriz B equivalente que correspondem
a autovalores distintos n3o forem todos nulos.
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Exemplo 9.12

Os seguintes sistemas sdo de estado completamente controlavel:

).<1 o [ —]_ 0 X1 2

A=l 2]+l

] -1 1 07 [x] [0

x| = 0 -1 0 xo| + (4| u

x| | 0 0 —2||x] |3

] -2 1 0 07 [« 01

o 0 —2 1 o 00
5= 0 0 -2 X3—|-30{U1:|
xa 5 1| |x 0 of "2
] Lo 0 —5 | [x 2 1

49 /61



Exemplo 9.12

Os seguintes sistemas n3o sdo de estado completamente controlavel:

).<1 o _—]_ 0 X1 2

o=l 2]+l

]l =1 1 07 [x] [4 2

=1 0 -1 o0 xQ+oo[”1]
xs] | 0 0 -2 |x] [3 0]l
] -2 1 0 07 [« 4
o 0 —2 1 X 2
5= 0 0 —2 x| + 1] u
xa 5 1] |x 3
_)'<5_ L 0 0 —5_ X5 0
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Sistema nao controldvel e estabilizabilidade

Definicdo: Estabilizabilidade

Para sistemas parcialmente controldveis, se os modos ndo controldveis forem
estaveis e os modos instaveis forem controlaveis, o sistema sera considerado
estabilizavel.

Por exemplo, o sistema definido por:

=l Sl

n3o é de estado controldvel. O modo estdvel que corresponde ao autovalor
—1 n3o é controldvel. O modo instavel que corresponde ao autovalor 1
é controldvel. Esse sistema pode ser feito estdvel pelo uso de uma reali-
mentacao apropriada. Assim, o sistema é estabilizavel.
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Observabilidade

Considere o sistema sem excitagdo (entrada u nula) descrito por:
x = Ax (39)
y =Cx (40)

Definicdo: Observabilidade

O sistema serd considerado completamente observavel se todo estado x(tp) puder ser
determinado pela observagdo de y(t) durante um intervalo de tempo finito, to < t < t1.

@ O sistema é, portanto, completamente observdvel se cada transicio do estado puder
afetar cada elemento do vetor de saida.

@ O conceito de observabilidade é dtil na solugdo de problemas de reconstrugcdo de
varidveis de estado n3o mensurdveis a partir de varidveis mensuraveis, no menor
intervalo possivel de tempo.

@ O conceito de observabilidade é muito importante porque, na prética, a dificuldade
encontrada com o controle por realimentac¢3o de estado é que algumas das variaveis
de estado n3o sdo acessiveis por medi¢do direta, resultando ser necessario estimar
a varidvel de estado ndo mensuravel para construir os sinais de controle.

o E possivel demonstrar que essas estimativas das varidveis de estado sdo possiveis se

e somente se o sistema for completamente observavel.
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Observabilidade completa de sistemas de tempo continuo

Se o sistema é completamente observével, entdo, dada a saida y(t) durante
um intervalo de tempo 0 < t < t;, x(t) pode ser sempre determinado
apenas se o posto da matriz de observabilidade

Cc
CA
Obsv(AC)= |—
CA-”*I
for n, ou seja, tiver n vetores-coluna linearmente independentes. No caso
de uma dnica saida, a matriz de observabilidade é quadrada e o teste é

equivalente a verificar se o determinante da matriz de observabilidade dada
acima é nao nulo! (det(Obsv(A,C)) # 0).
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Exemplo 9.14

Considere o sistema descrito por:
Xl _ 1 1 X1 O
R ML
-0 [
Esse sistema é controldvel e observavel?

Solucgao:
Uma vez que o posto da matriz

0 1
Ctrb(AB)=[ B | AB | = L _1}
é 2, ou seja, det(Ctrb(A,B)) # 0) o sistema é de estado completamente controldvel.
Para testar a condi¢do de observabilidade, examine o posto da matriz de observabilidade:

Obsv(A,C) = {CLA} _ E ﬂ

o posto de Obsv(A,C) é 2, visto que o determinante é ndo nulo (det(Obsv(A,C)) =1 #
0). Como consequéncias, o sistema é completamente observavel.
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Controlabilidade, Observabilidade e Funcao de

Transferéncia

@ A func3o de transferéncia ndo possui cancelamentos se e somente se
o sistema for de estado completamente controldvel e observavel.

@ Isso significa que a funcdo de transferéncia que possui cancelamentos
ndo carrega toda a informacdo que caracteriza a dindmica do sistema.

55 /61



Observabilidade e Forma de Jordan

Caso o sistemas (39),(40) estiver na forma de Jordan, podemos verificar se
é completamente observével quando satisfaz as seguintes condigdes:

(1) n&o houver dois blocos de Jordan na matriz J associados aos mesmos
autovalores,

(2) n&o houver colunas de C correspondentes a primeira coluna de cada
bloco de Jordan, que s3o constituidas por elementos nulos, e

(3) ndo houver colunas de C correspondentes a autovalores distintos, que
sdo formados por elementos nulos.
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Exemplo 9.16

Os seguintes sistemas sdo completamente observaveis.

-l 2]k o-m ol

o -
X2
X3| =
X4
X5 0

0 X1 X1

f vl 11 1 0 0] |
3oyl T 1o 11 1 0|

X4

OO N OON
ONHEH ONHF

-3 X5 X5
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Exemplo 9.16

Os seguintes sistemas ndo sdo completamente observéveis.

|

e
X2
X3
X4

X1
X2
X3

X5

x|
X2

-1

OO N OON

0

ONHEH ONHF

0
-2
0
1
2
0
1
2

] ,

n
L2

0

X1
X2

X4

X5

=[0 1] [XJ

0 2 4

T [0 1 3] X
= X2
X3

X1
X2
X3
X4
X5
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Detectabilidade

Definicao: Detectabilidade

Para um sistema parcialmente observavel, se os modos nao observaveis fo-
rem estaveis e os modos observaveis forem instaveis, o sistema sera conside-
rado detectdvel. Note que o conceito de detectabilidade é dual ao conceito
de estabilizabilidade.
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Classifique o seguinte sistema como controldvel, ndo controldvel ou estabi-
lizavel, e observavel, n3o observavel ou detectavel.

X1 2 1 0] 0 07 [x 00
X 021/ 0 0 |x 4 2
>'<3200200><3+30[ﬂ,
X 000 -3 1] |x 0 0 2
X 100 0| 0 3] |x 01

X1
[yl} 11 1] 0 o]f

— 3

¥2 011 0 1 I

X5
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