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Revisdo de Andlise no Dominio da Frequéncia

Considere o sistema linear e invariante no tempo da Figura 5.1 com fun¢do de
transferéncia G(s). Sendo G(s) estdvel, sabe-se que para qualquer entrada u(t)
de amplitude finita a saida y(t) também se mantém finita.

Y(s)

U(s) G(s)

Figura 5.1 Sistema G(s) estavel, linear e invariante no tempo.

Suponha que G(s) estd sujeito a um sinal senoidal de entrada u(t), de uma dada
frequéncia w e amplitude A, isto &,

u(t) = Asen(wt), (1)
cuja transformada de Laplace é

Aw
Ue) = arz

A transformada de Laplace da saida é dada por

(2)

Aw

Y(s) = G(s)U(s) = G(s)m.

(3)
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Revisdo de Andlise no Dominio da Frequéncia

Supondo, por simplicidade, que Y(s) possui apenas um par de polos complexos

conjugados e n polos reais distintos (—p1, —p2, -+ ,—pn), entdo Y(s) pode ser
expandida em fracGes parciais, ou seja,

*

V()= —— 4 422 (4)
stjw s—jw s+p1 Ss+p S+ Pn
sendo ¢y, ¢, - -+ , Cy CcONstantes e a* o complexo conjugado de a, que sao calculados
por
. G(s)Aw G(s)Aw AG(—jw
R I bl M e
S=—jw J sS=—jw J
. . G(s)Aw G(s)Aw AG(jw
a = |:(S *jw) 52(_:M2:| = |: s(+) ,w :| = # (6)
s=jw J s=jw J

A transformada inversa de Laplace da Equac3o (4) é dada por

AG(—j) e, AG(W)

t) =

Ut f e Pt L e Pt 4o e Pt ()

3/46



Revisao de Anadlise no Dominio da Fre

Sendo G(s) estavel, todos os seus polos
(—p1,—p2, -+ ,—pn) tém parte real negativa.
Com isso, as exponenciais correspondentes a
estes polos tendem a zero quando t tende a
infinito, restando apenas os dois primeiros ter-
mos da Equagdo (7), ou seja,

AG(—j) _jur , AGUW)
2j 2j

ejwt

(8)
Sendo |G(jw)| e ¢(w), o médulo e a fase de
G(jw), respectivamente, ent3o,

oo(t) = —

16w) )
|G eI,

G(jw) =
G(—jw) =

9
(10)

Da Equagio (8) obtém-se

ef(Wit+d(w)) _ g—j(wt+d(w))

(1) = AIG(w)| < -

= A|G(jw)|sen (wt + ¢p(w)) .
(11)

O resultado da Equag3o (49) permite concluir
que:

@ a saida em regime permanente de um
sistema estdvel, linear e invariante no
tempo com entrada senoidal é também
uma senoide com a mesma frequéncia da
entrada;

@ a amplitude da senoide de saida vale:
Y (jw)| = [G(jw)|U(jw)| = AlG(jw)];

@ a defasagem entre entrada e saida é dada
por: ¢(w) = /G(jw);

@ para obter a completa descricdo dos efei-
tos da entrada senoidal no sistema G(s)
basta substituir s por jw em G(s) e cal-
cular o médulo e a fase do ndimero com-
plexo resultante.

S3o0 estes resultados que justificam o nome de
resposta em frequéncia para a fungdo G(jw).
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Exemplo 5.1

Determine a saida yoo(t) em regime perma-
nente do sistema linear e invariante no tempo
da Figura 5.2, quando é aplicada a entrada
u(t) = 2sen(3t).

u(t) 10
s+1

Figura 5.2 Sistema estéavel, lincar ¢ invariante no tempo.

Solugao:
O sinal de entrada wu(t) é uma senoide com
frequéncia w = 3 rad/s e amplitude A =

2. Logo, a saida yoo(t) em regime perma-
nente também é uma senoide com a mesma
frequéncia da entrada. Da Equagdo (49)
obtém-se

Yoo (t) = 2|G(j3)|sen (3t + ¢(3)) . (12)

Substituindo s por jw no sistema da Figura 5.2,
obtém-se

10 10
G(jw)| = = TS 13
16Gw)l ‘jw-‘rl‘ w?+1 42
Para w =3
10
G(j3)| = ——— ~ 3,16. 14
663 = (14)
A fase de G(j3) vale
¢(3) = —arctan(3) = —71,6°. (15)

Portanto, a saida yoo(t) em regime perma-
nente é dada por

Yoo & 6,32sen(3t — 71,6°). (16)
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Revisao de Diagramas de Bode J
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Revisao de Diagramas de Bode

Os diagramas de Bode consistem em dois graficos que, conjuntamente,
representam a resposta em frequéncia:

e mdédulo de G(jw) versus frequéncia w, ambos em escala logaritmica;

e fase de G(jw) versus frequéncia w, esta dltima em escala logaritmica.

O médulo de G(jw) pode ser também representado por 20 log |G (jw)]|, ou
seja, empregando a unidade denominada decibel (dB). As vantagens em
desenhar os graficos em escalas logaritmicas s3o as seguintes:

@ permitem transformar produtos e divisdes em somas e subtragdes,
respectivamente;

@ fornecem boas aproximagdes por meio de segmentos de reta, sendo
suas intersec¢bes facilmente associadas aos polos e zeros da funcio de
transferéncia;

@ permitem abranger maiores faixas de valores das varidveis envolvidas,
especialmente da frequéncia.

A seguir s3o apresentados os graficos de Bode de diversos termos que podem

aparecer numa func3o de transferéncia.
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Revisao de Diagramas de Bode: Ganho constante

Neste caso particular a fungdo de transferéncia é apenas um ganho k constante em qual-
quer frequéncia. O médulo de G(jw) em decibéis é dada por

|G(jw)| = 20log k| (dB) (17)
A fase de G(jw) em graus é dada por
/G(jw) = 0°para k>0, e 4+180°para k <O. (18)
Na Figura 5.3 s3o apresentados os gréficos de Bode do ganho constante.
G(jw)| (dB) £G(jw) (graus)
0
k>0
201log | k|
k<0
180 —
0 -360
w(rad/s) w(rad/s)

Figura 5.3 Graficos de Bode do ganho constante.
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Revisao de Diagramas de Bode: Polo na origem

Quando a fung3o de transferéncia possui um ) o
polo na origem, ou seja, G(s) = 1/s, o médulo Alguns valores do médulo de G(jw) em decibéis

de G(jw) em decibéis é dado por sdo apresentados na tabela abaixo.
|G(jw)| = 20 log i' =20 |ogu)71 = —20logw (dB). w(rad/s) ‘G(‘/w” (dB)
jw 0,1 20
(19) 1 0
Definindo x(w) = logw, a Equag¢io (19) pode 10 220
ser escrita na forma linear |G(jw)| = —20x(w). 100 -40

Este resultado mostra que o gréfico do |G (jw)|,
em escala logaritmica, é uma reta com in-
clinagdo de —20dB/década, ou seja, na medida
em que a frequéncia aumenta de 10 vezes o ga-
nho diminui de 20 decibéis. Note que esta reta
passa por 0 (dB) na frequéncia w = 1(rad/s).

A fase de um polo na origem vale

{G(jw) = —90° para qualquer frequéncia w.
Na Figura 5.4 s3o apresentados os gréficos de
Bode de um polo na origem.

|G(je)]| (dB) £G(jw) (graus)
20 0

-90

I
I
I
L ~180
0,1 1 10 100 0,1 1 10 100

w(rad/s) w(rad/s)

Figura 5.4 Graficos de Bode de um polo na origem.
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Revisao de Diagramas de Bode: Zero na origem

Quando a fun¢do de transferéncia possui um zero na origem, tem-se que

|G(jw)| = 20log |jw| = 20logw (dB). (20)
O grafico do médulo de um zero na origem é uma reta com inclinagdo de +20dB/década,
que passa por 0 dB na frequéncia w = 1(rad/s). Ja a fase vale /G(jw) = 90° para

qualquer frequéncia w. Na Figura 5.5 s3o apresentados os graficos de Bode de um zero
na origem.

|G(jw)| (dB) Z/G(jw) (graus)
40 180

+20dB/década —

90

l
1
l
1
|
l
l
1
1
(

0
) 100 0,1 1 10 100

w(rad/s) w(rad/s)

0,1 1

Figura 5.5 Gréficos de Bode de um zero na origem.

Note que os gréificos de Bode de um zero na origem sdo os mesmos do polo na origem

com os sinais do médulo e da fase invertidos. 10/ 46



Revisao de Diagramas de Bode: Polo real fora da origem

Considere a fungdo de transferéncia com constante de tempo T (frequéncia de corte
we =1/T) de um sistema de primeira ordem

1 We

G(s):Ts—&—l:s—&—wc' (21)
O médulo de G(jw) em decibéis é dada por
|G(jw)| = 20log ﬁ‘ =20log [jiwT +1] 7" = —20log [jwT + 1| (dB)  (22)
e a fase de G(jw) vale
/G(jw) = —arctan(wT). (23)
Para wT << 1 (w << wc), ou seja, em baixas frequéncias tem-se que
|G(jw)| ~ —20log |1| = 0 (dB) e G(jw) = 0°.

Para wT >> 1 (w >> wc), ou seja, em altas frequéncias tem-se que
|G(jw)| =~ —20log |jw T| (dB) e G(jw) =~ —90°.

Neste (ltimo caso o médulo representa uma reta com inclinagdo de —20dB/década. Por
fim, na frequéncia do polo, ou seja, para wT =1 = w = + (w = wc), tem-se que

|G(jw)| = —20log|j + 1| = —20log V2 ~ —3 (dB) e /G(jw) = —arctan(1) = —45°.
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Revisao de Diagramas de Bode: Polo real fora da origem

Na tabela abaixo est3o resumidos esses resultados. Desse modo, dividindo o eixo das
frequéncias em duas regides (frequéncias menores e maiores que a frequéncia do polo em
w =1/T = w.) consegue-se desenhar os graficos de Bode, conforme é apresentado na
Figura 5.6.

wlT<<lsw<<we | wlT=1=w=wc wT > 1= w>> wc
- TR —20 dB
|G(jw)| 0dB —3dB Reta com inclinagfio de 7-=22
G(jw) 0° —45° —90°
|G(jw)| (dB) ZG(jw) (graus)
0 0

B \—Assintota -6 — ==
1\ I
1 —20 dB/década 1
I I
I l

- - - === b-- - ASE - ==k - = =
I | I )
I | I |
I I I |
I | | |
[ I I R T TR N

_40 1 1 Z90 1 1 )

0,01 0.1 s 10 100 0,01 0.1 1 10 100
T T T T 1 T T T T T
w(rad/s) w(rad/s)

Figura 5.6 Graficos de Bode de um polo real em s = 7}

12/ 46



Revisao de Diagramas de Bode: Zero real fora da origem

Considere o caso em que a funcdo de transferéncial possui um termo do tipo

G(s) = (Ts +1) = S
We
em seu numerador, isto é, um zeroem s = —1/T = —w.. Supondo G(jw) = jwT +1, 0
médulo de G(jw) em decibéis é dado por
|G(jw)| = 20log |jwT + 1| (dB) (24)

e a fase de G(jw) vale

/G(jw) = arctan(wT). (25)
Para desenhar os graficos de Bode de um zero real fora da origem pode-se realizar anélise
semelhante ao caso anterior do polo real, ou seja, basta dividir os graficos em duas regides,
considerando as baixas frequéncias em que wT << 1 (w << wc) e as altas frequéncias
em que wT >>1 (w >> wc). Estes resultados estdo resumidos na tabela abaixo.

WwT<<lzow<<we | wT=1=w=wc wT >> 1= w>> wc
|G(jw)] 0dB 3dB Reta com inclinagdo de $20.42
G(jw) 0° 45° 90°

'Funcdes de transferéncia com apenas um zero no numerador n3o sio usualmente
implementadas, devido aos elevados ganhos em altas frequéncias que amplificam ruidos

e acarretam saturacdo dos dispositivos.
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Revisao de Diagramas de Bode: Zero real fora da origem

Os graficos de Bode de um zero real em s = f% = —wc sdo apresentados na Figura 5.7.
Note que estes gréficos s3o os mesmos do polo real, com a diferenca de que os sinais do
médulo e da fase devem ser invertidos.

|G(jw)| (dB) ZG(jw) (graus)
40 90
BA — = — — — =

+20dB/década—

I
I
I
I
Ve - === === —— -~ S —=-=--=--= I
I I I
I I I
| | |
4 I I I
2 I I
R e /— Assintota 6 — = =
0 v 1 0 f 1 1
0.01 0.1 1 10 100 0,01 0,1 1 10 100
T T T T T T T T T T
w(rad/s) w(rad/s)
Figura 5.7 Graficos de Bode de um zero real em s = 7}

Conforme se pode verificar na Figura 5.7, para um grafico de médulo obtido experimen-
talmente a intersec¢do da assintota com o eixo de 0 dB permite localizar o zero real da
fungdo de transferéncia.
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Revisao de Diagramas de Bode: Polos complexos conjugados

Considere a fungdo de transferéncia de um sistema de segunda ordem
W2
G(s)=————+"—, 0 1. 26
(s) 2t T <¢< (26)

Substituindo s por jw, o0 médulo de G(jw) em decibéis é dado por

1 22
G (juw)| = 20log ; — _20log |1 — (“’ ) L% 4. (27)
Jjw 28jw Wn Wn
— ] +——+1
Wh Wh
Em baixas frequéncias, ou seja, para w << w,, tem-se que
|G(jw)| ~ —20log|1| ~ 0 dB. (28)
Em altas frequéncias, ou seja, para w >> w,, tem-se que
w )\’ w
|G(jw)| = —20log |— <w ) ~ —40log <w—> dB, (29)

isto é, em altas frequéncias o grafico do médulo de G(jw) é uma reta com inclinagio de
—40 dB por década que cruza o eixo da frequéncia no ponto w = wj.

15/46



Revisao de Diagramas de Bode: Polos complexos conjugados

Na frequéncia w = wp
|G(jw)| = —20log |j2¢| = —201log(2¢) dB (30)
Substituindo s por jw na Equacgio (26), a fase G(jw) pode ser calculada por
26w
/G(jw) = —arctan | —"—— | . (31)
- (z)
Em baixas frequéncias, ou seja, para w << w,, tem-se que
M ~0°. (32)
Em altas frequéncias, ou seja, para w >> wy, tem-se que
G(jw) ~ —180° (33)

e na frequéncia w = w,

/G(jw) = —90°. (34)

Estes resultados estdo resumidos na tabela abaixo.

w << wp W = wnp W >> wn
|G(jw)| 0dB —201log(2¢) dB | Reta com inclinagdo de d_é4gagli
/G (%) 0° —90° —180°
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Revisao de Diagramas de Bode: Polos complexos conjugados

Na Figura 5.8 é apresentado o gréfico do médulo de G(jw) em dB para £ = 1. Em altas
frequéncias o grafico do médulo é uma reta com inclinagdo de —40dB/década. Note que
para um gréfico de médulo obtido experimentalmente a intersec¢do da assintota com o
eixo de 0 dB permite identificar a frequéncia natural w, do sistema.

|G(jw)| (dB) wh,
0
—40dB/década —
-40
0,1w, W 10w,

Figura 5.8 Grafico de |G(jw)| (dB) para & = 1.
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Revisao de Diagramas de Bode: Polos complexos conjugados

Obviamente, o grafico exato do |G(jw)| depende do coeficiente de amortecimento &.
Nas proximidades da frequéncia w, pode existir um pico de ressondncia, que é tanto
maior quanto menor é o amortecimento £ do sistema. Na Figura 5.9 sdo apresentados os
graficos de Bode de polos complexos conjugados. A frequéncia de ressonancia w, pode
ser determinada calculando-se o ponto maximo da funcao

1Gjw)| = ! - L , (35)

2
(&) w2 Jo-2) v ()

que ocorre em
V2
wr = wpy/1 — 282, 0§§§7. (36)
O valor do ganho na frequéncia de ressonancia w, é dado por

1

26/1-¢€2’

M, = |G(wr)| = 0<¢

o5
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G(jw)| (dB)

Na Figura 5.10 é apresentado o grafico
do pico de ressonincia M, (dB) em
fungdo do coeficiente de amortecimento
&. Na pratica, normalmente as respostas
transitdrias aceitaveis tém coeficiente de
amortecimento 0,4 < ¢ < 0,7, que
40 década corresponde a um pico de ressonancia
0dB <M, <3dB.

0.1 1 10

14
13]
12
11
10]

9

M, (dB)

[ S e N

== =
)
©
o
By
o
z
o
G

0,6 0.7

Figura 5.10 Pico de ressonancia M, (dB3) em fungdo de €.

Figura 5.9 Grificos de Bode de polos complexos conjugados.
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Revisdao de Diagramas de Bode: Zeros complexos conjugados

Neste caso a funcdo de transferéncia® deve possuir termos do tipo
2 2
w

n

(jw)? + 28wnjw + w?

Gjw) = St (3)
o médulo de G(jw) em decibéis é dado por
2
2
1G(jw)| = 20log |1 — <:’> 4 f“’ dB, (39)

e a fase de G(jw) vale

/G (jw) = arctan 1# . (40)

2Funcdes de transferéncia em que o grau do numerador é maior que o do

denominador n3o sdo usualmente implementadas.
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Revisdao de Diagramas de Bode: Zeros complexos conjugados

Para desenhar os grificos de Bode pode-se realizar andlise semelhante ao
caso anterior dos polos complexos conjugados, ou seja, basta dividir os
graficos em duas regides, considerando as baixas frequéncias em que w <<
wp € as altas frequéncias em que w >> w,. Estes resultados estdo resumidos
na tabela abaixo. Note que os grificos dos zeros complexos conjugados sdo
os mesmos dos polos complexos conjugados, com a diferenca de que os
sinais do médulo e da fase devem ser invertidos.

w << wp W = Wp W >> Wn
|G(jw)| 0dB 20log(2¢£) dB | Reta com inclinagdo de Jgga‘éi
/G(jw) Oo 900 1800

Na Figura 5.11 s3o apresentados os graficos de Bode de zeros complexos
conjugados.
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1G(jw)] (dB)

+40dB/d

£G(jw) (graus)
180

160+

140

120

100

80

60

40

Figura 5.11 Gréficos de Bode de zeros complexos conjugados.
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Revisdo de Diagramas de Bode: Sistemas gerais

Para construir os gréficos de Bode de um sistema contendo diversos fatores (polos e zeros), basta
primeiramente desenhar os graficos para cada fator e depois somar as ordenadas das curvas de
cada fator para obter os graficos do sistema completo:

G(s) = ol wa stwo wWn s2 + 26w + w2,
s"s+we wer  S2+ 28wps +w Wn2

De fato, considere o sistema representado por

[T, (wTa+1)

G(jw) = = . ; (41)
(jw)t [Th=y GwTp +1)
sendo k, w, T, e Ty ndmeros reais.
Escrevendo G(jw) em coordenadas polares, obtém-se
GUw) = |G jw)| <60 — KT TILy iwTs + 1el2U=Tor) (42)
ljw|Leltéiw TT0_, [jwTp + 1|ei£UwTo+1) "
Logo,
k Mo wTa+1
‘G(JW)I ‘ ‘ Ha:l ij a+ | (43)

el TTpoy liw e+ 1]
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Diagramas de Bode: Sistemas gerais

Aplicando o logaritmo na Equacdo (43), obtém-se

log |G(jw)| = log | k| + Zlog jwT,+ 1| — Llog |jw| — Zlog jwTp + 1]. (44)
a=1 b=1

Em decibéis, a Equacdo (44) resulta como

m n
20log | G(jw)| = 20log |k|+ _ 20log |jw T,+1|—L20log [jw|—> 20 log |jw Tp+1],
a=1 b=1
(45)
ou seja, para obter o gréifico do médulo de G(jw) em decibéis basta realizar a soma
algébrica dos gréficos dos médulos de cada fator de G(jw).
Da Equagio (42) tem-se que a fase de G(jw) é a soma das fases de cada fator, ou

seja,
n

/G(jw) =tk + > JliwTa+1) = L/(jw) = > JjwTs +1). (46)

b=1
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Exemplo 5.2

Deseja-se obter os graficos de Bode do sistema com funcdo de transferéncia

100(s + 1)

G(s) = —> "~/ 47
(s) s2+10s (47)

A fungdo (47) também pode ser escrita como

10(s + 1) 1 s+1 10

G(s)= —= T~ G(s)=10- = - : . 48
) =Somsry o s 1 s+10 (48)
Para obter os graficos de Bode da fun¢do (48) basta desenhar os grificos de cada
fator separadamente (ganho constante k = 10, zero real em s = —1, polo na
origem e polo real em s = —10) e depois somar as ordenadas de cada curva. Os

gréaficos de Bode da fungdo (48) estdo apresentados na Figura 5.12. Observe que
devido a presenc¢a do integrador (polo na origem), o grafico do médulo em baixas
frequéncias é uma reta com inclinagdo —20 dB/década.

Gréficos aproximados da funcdo (48) podem ser obtidos somando-se as apro-
ximag¢les assintdticas dos gréficos dos fatores. Esta aproximacdo é boa, exceto
nas frequéncias correspondentes aos polos e zeros.
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Fase (graus)

Médulo (dB)

] : 32
liw+1] 57

30 5

aofRlsllOL LTI

=20

=30

:
o |

40
0.1

90

w (rad/s)

4(Jw-+1)j,,"

w (rad/s)

Figura 5.12 Grificos de Bode da fungio (5.43).
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Exercicio

Utilize a seguinte tabela

Tabela 1 — Assintotas dos diagramas de Bode de modulo e fase para diferentes funces de transferéncia

Funcao de
Tipo P G(jo 26(jw
! transferéncia | (] )l (] )
Ganho k>0 [ k<o
G(s) =k 201log(|k
constante © (kD 0° [ 180°
Zero de
ordem m G(s) =s™ m(201log(w)) +90°(m)
na origem
Polo de 1
ordem n na G(s) = - n(=20log(w)) —90°(n)
origem s
@
Polo fora 1 1 w = W, w>w, w ﬁﬁ w=w, = 10w,
" G(s) =, 0. ==
da origem Ts+1 T 0 —20dB/déc 0° —45° —90°
2
Zero fora 1 = o, >, w=— = > 10,
e G(s)=Ts+1w, == < < 10 | ©=% | @700
da origem T 0 +20dB/déc 0° +45° +90°
Polos w? ®< o, > o, w=w, | 2100,
complexo G(s) = T el v
conjugados s TR 0 —40dB/déc 0° —-90° -180°
v Wy
Zeros 24 2w,s + = w, > o, @77 = w, = 10w,
complexo G(s)=——F—
conj “n 0 +40dB/déc 0° +90° +180°

para desenhar o diagrama de Bode correspondente a seguinte funcdo de

transferéncia:
B 100(s + 10)

G(s) = =2 1005 -
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Revisao de ldentificacao experimental de funcoes
de transferéncia
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Revisdo de ldentificacdo de funcoes de transferéncia

Basicamente, a funcio de transferéncia que representa a dindmica do
funcionamento de um processo pode ser obtida de trés maneiras:

@ escrevendo as equacdes diferenciais ou algébricas e medindo direta-
mente os pardmetros (massas, atritos, resisténcias, indutancias, ganhos
de amplificadores, etc.);

@ por meio da resposta ao degrau, para sistemas de dindmica simples,
medindo constante de tempo, valor estaciondrio, pico de ressonancia,
tempo de subida, instante de pico ou tempo de acomodacio;

@ através da resposta em frequéncia e identificagdo grafica de cada um
dos fatores da fun¢do de transferéncia.
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Medida da resposta em frequéncia

Aplicando um sinal senoidal na entrada de um sistema estavel, linear e inva-
riante no tempo, apds o estabelecimento do regime permanente, o sinal de
saida também serd senoidal com a mesma frequéncia da entrada, conforme
mostrado na seguinte equacio:

Yoo(t) = AlG(jw)|sen (wt + p(w)) . (49)
Para a medida da resposta em frequéncia esta operagao deve ser repetida em
um numero suficiente de frequéncias para caracterizar a resposta. Conforme
mostrado na Figura 5.13, para cada frequéncia w devem ser medidas:
@ as amplitudes das senoides de entrada |U(jw)| e de saida | Y (jw)|;
@ a defasagem ¢(w) entre entrada e saida.
O médulo da funcdo de transferéncia é dado por

(50)

e a fase por
/G(jw) = ¢(w) = /Y (jw) — /U(jw). (51)
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Medida da resposta em frequéncia

Para medir a defasagem ¢(w) é necessario observar os sinais de entrada u(t)
e saida y(t) simultaneamente, conforme exemplificado na Figura 5.13.

U (jw)]

t

Figura 5.13 Observagao simultanea dos sinais de entrada u(t) e saida y(t).
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Medida da resposta em frequéncia

O médulo e a fase de G(jw) também podem ser medidos através da figura
de Lissajous. Conforme representado na Figura 5.14, o grafico resultante é

uma elipse formada pelos pontos (u(t),y(t)), ou seja, com u(t) no eixo das
abscissas e y(t) no eixo das ordenadas.

(‘J c
u(t)

Figura 5.14 Figura de Lissajous.
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Medida da resposta em frequéncia

Da Figura 5.14 tem-se que

o IYUw) _ a

e prova-se que
[6li) = ) = arcsen (7). (53)

Apods serem realizadas as medidas do médulo e da defasagem em um nimero
suficiente de frequéncias, os pontos medidos devem ser colocados em gréficos
de Bode, tracando-se segmentos de reta ou aproximacgdes assintéticas que
passem por estes pontos. Polos e zeros da func3o de transferéncia sio lo-
calizados nas frequéncias em que ocorrem mudancas de inclinagcdo dessas
assintotas.
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Medida da resposta em frequéncia

@ No caso do médulo as inclinagdes dos segmentos de reta devem ser
nimeros miltiplos de £20dB/década.

@ Se, por exemplo, numa certa frequéncia w. = 1/ T a inclinagdo de um
segmento de reta muda de —20dB/década para —40dB/década, isso
significa que nesta frequéncia hd um polo real, ou seja, um termo do

We

Ts+1 o s+ we

e Caso contrério, se nesta mesma frequéncia w. = 1/T a inclinagdo do
segmento de reta muda de —20dB/década para uma reta paralela ao

eixo da frequéncia (0dB/década), isso significa que hd um zero real,

. . St+w
ou seja, um termo do tipo Ts+ 1 ou <.

We
@ Se, por outro lado, na frequéncia w = w, a inclinacdo do segmento de
reta muda de —20dB/década para —60dB/década, com a existéncia
de um pico de ressonancia, isso significa que ha um par de polos com-
2
wn

s2 + 28wps + w?

tipo

plexos conjugados, acrescentando um termo do tipo

na funcdo de transferéncia.
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Medida da resposta em frequéncia

@ Se em baixas frequéncias, isto é, para w — 0, o segmento de reta tem
uma inclinagdo de —20LdB/década, isso significa que had L polos na
origem (L=1,23,...).

e Caso contrdrio, se em baixas frequéncias a inclinagdo é de +20LdB /décadz
isso significa que ha L zeros na origem.

@ Caso o segmento de reta em baixas frequéncias é horizontal, entdo a
funcdo de transferéncia ndo possui polos € nem zeros na origem.

@ Quanto ao ganho constante k da fungdo de transferéncia, este pode ser
medido diretamente a partir do valor do médulo em baixas frequéncias.

Uma vez obtida a funcdo de transferéncia a partir das aproximacdes as-
sintéticas da curva de médulo, convém calcular as defasagens e comparar
com as defasagens medidas. Este procedimento permite realizar uma veri-
ficacdo das aproximacgdes adotadas, além de permitir ajustes nas frequéncias
dos polos e zeros.
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Exemplo 5.3

Desejando-se identificar a fun¢do de transferéncia G(s) de um processo estavel, linear e
invariante no tempo, aplicaram-se sinais senoidais com amplitude |U(jw)| na sua entrada
e mediram-se as correspondentes amplitudes |Y(jw)| dos sinais de saida. Para cada
frequéncia w calculou-se |G(jw)| = | Y (jw)|/|U(jw)|, cujos pontos estdo representados no
gréfico da Figura 5.15. A seguir tracaram-se assintotas (retas tracejadas tangenciando o
gréfico original) de modo a obter a frequéncia dos polos da fungio de transferéncia.

G(jw)| (dB)
30 T T
L ®  Pontos medidos
201og |k jor ‘ .
- Ologlkl o /1% - - - Assintotas
Ts —— Aproximagiio
10 ~ M,
ok \,\ a
2 S
PR S .
GoTroes 53
_iob (jw)?+28wnjwtwy A 1
\
-20f A 1
=30
—40 a
=501 .
—60dB/década —
-60 - ;

0.1 1 10 100
w (rad/s)

Figura 5.15 Gréfico de |G(jw)| (dB). 36,46



Exemplo 5.3

Analisando-se o grafico da Figura 5.15 verifica-se que préximo da frequéncia
w ~ 0,1 o médulo de G(jw) vale 20dB. Com isso o ganho constante k da
funcdo de transferéncia vale

20log [k| =20 = k = 10. (54)

Entre as frequéncias w = 0,1 e w = 1 hd uma assintota horizontal paralela
ao eixo da frequéncia. Com isso conclui-se que o sistema n3o possui polos
ou zeros na origem. Esta assintota horizontal muda de inclinagdo a partir da
frequéncia w = 1, passando a ter uma inclinagdo de —20dB/década até a
frequéncia w = 10. Com essa mudanca de inclinagcdo ocorreu na frequéncia
w = 1, conclui-se que o sistema possui um polo real em s = —1, ou seja, a
funcdo de transferéncia possui um fator do tipo

11
Ts+1 s+1°

(55)
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Exemplo 5.3

Entre as frequéncias w = 10 e w = 100 ha uma assintota com inclinagdo de —60dB/década,
e nota-se também a presenca de um pico de ressonincia nas proximidades da frequéncia
wr & 10. Com isso conclui-se que o sistema possui um par de polos complexos conjuga-
dos. Note que a assintota com inclinagdo de —60dB/década é o resultado da soma das
assintotas do polo real (—20dB/década) com a assintota dos polos complexos conjugados
(—40dB/década).

Do grafico da Figura 5.15 verifica-se que o pico da ressonincia ocorre na frequéncia
wr &~ 10(rad/s) e o ganho vale M, ~ 8dB. Da Equacio

1 V2
Mr=lCll = 7= 0s¢< 7 (56)
tem-se que
1
M,(dB) =~ 8 =201 _ ~ 0,
(dB) = 8 200g<2£m>:>§ 0,2 (57)

e da Equacgdo

wr = wpy/1 - 262, 0§5§§ (58)

tem-se que
Wr

whn = ———= = w,~ 10(rad/s). (59)
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Exemplo 5.3

Assim, a funcdo de transferéncia também possui um fator do tipo

w2 100 (60)
s2+26wps + w2 2+ 4s+100°

De (54), (55), (60) conclui-se que a fungdo de transferéncia do processo é
dada por

kuw? 1000
pr— n = . 1
G(s) (Ts+1)(s? +2wps +w?2)  (s+1)(s% + 4s + 100) (61)
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Sistemas de fase minima e de fase ndo minima |
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Sistemas de fase minima e de fase nao minima

Os sistemas estdveis® que tém funcdo de transferéncia com:

@ todos os seus zeros no semiplano esquerdo do plano s sdo chamados
de sistemas de fase minima,

@ e 0s que tém um ou mais zeros no semiplano direito sdo ditos de fase
nao minima.
Justificam-se tais denominagdes considerando os seguintes exemplos de sis-
temas estaveis:

_1+s/z
Gi(s) = T+ s/p (62)
Gals) = ;jp (63)

sendoz>0e p > 0.

3S30 os sistemas que tém todos os seus polos localizados no semiplano esquerdo
aberto do plano s.
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Sistemas de fase minima e de fase nao minima

Pela definicdo anterior, o sistema Gi(s) é de fase minima, pois o seu zero s = —z estd
localizado no semiplano esquerdo do plano s, enquanto Gy(s) é de fase ndo minima, pois
o seu zero s = z estd localizado no semiplano direito do plano s.

Note que ambas as fun¢des Gi(jw) e G2(jw) possuem o mesmo mddulo,

:\/W:‘

12+ (w/p)’

Porém, as fases de Gi(jw) e Gz(jw) sdo diferentes:

/Gi(jw) = arctan (g) — arctan <%) (65)
Gs(jw) = arctan (%“’) — arctan (%) . (66)

Das Equagdes (65) e (66) tem-se que em baixas frequéncias

J}iino /Gi(jw) = QI)iLnO /G2(jw) =0, (67)

1+ (jw)/z
1+ (w)/p

1G(jw)] = ] —|GGw). (64)

1-(w)/z
1+ (jw)/p

mas em altas frequéncias

wlem /Gi(jw) = 0 # wIme /G2(jw) = —180°. (68)



Sistemas de fase minima e de fase nao minima

Portanto, duas fungdes de transferéncia idénticas em mddulo podem ter diferencas signi-
ficativas de fase. Na Figura 5.16 s3o apresentados os graficos da fase de Gi(jw) e Go(jw)
para z = 10 e p = 1. Note que a fase de Gi(jw) é menor que a de Gy(jw). Tal efeito
ocorre sempre que ha zeros no semiplano direito do plano s. Por esta razdo pode-se dizer
que Gi(s) é de fase minima e Gx(s) é de fase ndo minima.

0

=20

—40

—60-

-80+-

Fase (graus)

—100

=120

—-1401

—-1601

~180 LN i PR I R
0.1 1 10 100
w (rad/s)

Figura 5.16 Graficos da fase de G (jw) e Ga(jw). 43 /46



Sistemas de fase minima e de fase nao minima

Aplicando um degrau unitério na entrada do sistema Gy(s), a saida Y>(s) é dada
por

1-5s/z —s+z 1 +z 1
s(l+s/p) zs(s+p) s z (s+p)
No dominio do tempo tem-se que
y(t)=1- Me*”t, t > 0. (70)
z
Os valores inicial e final da saida y»(t) sdo
0 __P

y2(0) = tlm)y(t) =-2< 0, (71)
yo(00) = tl;ngo y(t)=1>0. (72)

Na Figura 5.17 é apresentado o grafico da resposta y»(t) paraocasode z=p =1.
Note que a saida do sistema no instante inicial possui sinal contrario ao do valor
final, tornando a resposta transitéria mais lenta.
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Sistemas de fase minima e de fase nao minima

t

Figura 5.17 Grafico da resposta ao degrau unitério do sistema Go(s) para z =p = 1.

Sistemas de fase ndo minima estdo presentes em diversas situacdes, tais como
circuitos elétricos do tipo ponte, processos industriais, modelos macroeconémicos,
etc. O seu controle por realimentacdo é, em geral, de projeto mais dificil.
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Exercicio

Determine as funcGes de transferéncia Gi(s) e Gu(s) correspondentes aos
diagramas de Bode das Figuras 5.78 (a) e (b), respectivamente:

|G1(jw)| (dB) |G2(jew)] (dB)
40 T : 40
30
20
20
0 B : 10
0
-20
-10
-40 =20
0,1 1 10 100 0,1 1 10 100
(a) w( rad/s) (b) w (rad/s)

Figura 5.78 (a) Modulo de G;(jw). (b) Modulo de Gs(jw).
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