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Compensacao por meio do lugar das raizes

Projetar um controlador ou um compensador significa modificar a resposta de um
sistema de modo que sua saida atenda a determinadas especificacdes. Os contro-
ladores sdo formados por fungdes de transferéncia que adicionam polos e zeros ao
sistema. Um esquema de controle tipico de um processo em malha fechada com
realimenta¢3o da saida é apresentado na Figura 4.15.

Referéncia + Erro Saida
- Controlador Processo —

A\ 4

Figura 4.15 Diagrama de blocos de um sistema de controle em malha fechada.

De um modo geral, trés especificagbes sdo muito importantes no projeto de sistemas
de controle:

@ estabilidade;
@ erro estaciondrio “pequeno” ou nulo;
@ bom desempenho, que consiste em sobressinal “baixo” e tempo de resposta

transitéria “pequeno”. 2/39



Compensacao por meio do lugar das raizes

Conforme analisado anteriormente para sistemas subamortecidos
(0 < £ < 1), os parametros da resposta temporal da figura abaixo valem:

y(ty)

y(t)

0,5y(¢)

0 tg t, Lysy ou o t

Figura 3.20 Parametros para medidas de desempenho de sistemas subamortecidos

2
Sobressinal maximo: My (%) = e~/ V1= 1009,

. T T
Tempo de pico: tp = ———ex = —;

wpy/1 — €2 wd'

T — 7T — arccos|
Tempo de subida: t, = A = (E)

wpVv1— {2 wy

Tempo de acomodagdo (critério 5%): ts

1

Ewn'

4
Tempo de acomodacdo (critério 2%): ts &

Ewn '
27
Periodo das oscilagbes: Ty = —,

sendo £ o coeficiente de amortecimento, w,, a frequéncia natural nao
amortecida e wy = w,,\/l — £2) a frequéncia natural amortecida.
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Compensacao por meio do lugar das raizes

A especificacdo de estabilidade é essencial para qualquer sistema em malha fechada,
pois ndo ha sistema instdvel que tenha utilidade pratica.

A caracteristica de erro estaciondrio “pequeno” ou nulo é desejavel para uma grande
quantidade de sistemas em que se espera que as saidas sigam determinadas re-
feréncias ou estejam pelo menos préximas dos valores desejados.

J& a especificacdo de desempenho estd relacionada ao sobressinal e ao tempo de
resposta transitéria.

Normalmente deseja-se que a resposta transitéria tenha um sobressinal “baixo” e
um tempo de resposta “pequeno” (tempo de subida, de pico, de acomodaggo, etc.).

Muitas vezes as etapas de projeto de sistemas de controle resultam de um procedi-
mento de tentativa e erro até que as especificagcdes desejadas sejam atingidas.

Uma vez adotadas as especifica¢Ses de projeto, o préximo passo consiste em projetar
o controlador/compensador, calculando os seus pardmetros;

Apds essa etapa deve-se realizar uma andlise do sistema em malha-fechada para
verificar se as especificacdes de projeto inicialmente adotadas foram atingidas;

Se os resultados forem satisfatdrios pode-se passar para a etapa de implementagdo
do controlador;

Caso contrério novos projetos de controladores devem ser realizados.
Um esquema desse procedimento de projeto estad sistematizado na Figura 4.16.
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Figura 4.16 Esquema dos procedimentos de projeto de sistemas de controle.
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Compensacao por meio do lugar das raizes

@ Para sistemas com ordem elevada (> 3) normalmente a resposta do
sistema em malha fechada é dominada pelos polos de malha fechada
que se localizam mais préximos do eixo imaginario (polos
dominantes).

@ Caso a resposta ndo dependa apenas desses polos, a resposta do
sistema compensado pode n3o produzir os resultados desejados;

@ Por essa razdo, apds a realizagdo do projeto é importante analisar a
resposta do sistema em malha fechada, por meio de uma simulagdo
em computador, verificando se os resultados est3o de acordo com as
especificacdes desejadas.

@ Quando as especificacdes de projeto sdo fornecidas em termos da
resposta transitéria temporal o projeto do controlador a partir do
sistema em malha aberta pode ser realizado por meio da técnica do
lugar das raizes.
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Compensacao por avanco de fase J
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Compensacao por avanco de fase

@ A compensagdo por avanco de fase
(phase lead) tem a propriedade de me-
lhorar a resposta temporal do sistema,
reduzindo o sobressinal e o tempo da res-
posta transitdria;

@ O bloco tipico de um compensador por

avanco de fase tem a fungdo de trans-
feréncia

Qm:&(

s+ z¢c

),Q<%. 8

s+ pc

@ Para verificar esta propriedade basta
notar que quando o compensador por
avanco de fase é incluido na malha o
ponto de interseccdo das assintotas com
o eixo real, calculado por

5 _ S~ (polos deGpa(s)) — > (zeros de Gma(s))

n—m

é deslocado para a esquerda do plano(ZS)
e com isso, o lugar das raizes também
se desloca para a esquerda, fazendo com
que o sobressinal e o tempo de resposta
sejam reduzidos?.

a . . .
Considerando um sistema com 2 polos dominantes:
s1,2 = —&wn £ jwy, quanto maior &, menor é o sobressinal
Mp, e o valor de ts.

@ O diagrama de polos e zeros de um com-
pensador por avango de fase é apresen-
tado na Figura 4.17.

25 alm

Figura 4.17 Diagrama de polos ¢ zeros de um compensador por avango de fase.

@ O zero do compensador z. deve estar
localizado mais préximo do eixo ima-
gindrio, quando comparado ao polo pc.

@ A designagdo avanco de fase reside no
fato de que para qualquer ponto s com
Re < 0 e Im > 0 o compensador
Gc(s) adiciona fase na malha aberta,

pois ch(s) =¢—60>0.
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Compensacao por avanco de fase

@ Basicamente, a metodologia de projeto consiste em determinar as posi-
¢cOes dos polos de malha fechada dominantes que satisfazem as espe-
cificagdes de desempenho desejadas, como sobressinal e tempo de res-
posta transitdria (tempo de subida, pico, acomodagio, etc.);

@ O zero e o polo do compensador G.(s) devem ser alocados de tal
forma que o lugar das raizes passe pelos polos de malha fechada
dominantes.

@ Uma vez fixada a posicdo do zero do compensador (z.) a posigdo do
polo (pc) pode ser determinada por meio da condi¢cdo de fase:

/G(S)H(s)=/s—zn+/s—z+ 4+ [5s—zm

—/S—P1—/s—P2— ..~ /S—Pn=
= 180° +r360° (r=0,1,2,...). (3)

@ Depois disso o ganho k. pode ser obtido por meio da condigdo de
médulo.

y— Is=pills = pa|...[s — pil (4)

|s — z1||s — 22| ... |s — zm| 9/39



Exemplo 4.7 (Objetivo do Projeto)

Um servomecanismo?, composto por um mo-
tor de corrente continua, possui a fungdo de
transferéncia

O(s) 5
Ea(s)  s(s+1)

®)

e O(s) e Es(s) representam as transformadas
de Laplace da posicdo angular do eixo e da
tensdo de armadura, respectivamente. O di-
agrama de blocos do sistema em malha fe-
chada sem compensador é apresentado na Fi-
gura 4.18.

Figura 4.18 Diagrama de blocos do sistema em malha fechada sem compensador

9Servomecanismos s3o sistemas de controle
realimentado geralmente responsdveis por usar um sinal de
erro para corrigir o seguimento a uma referéncia, geralmente
posicdo.

A func3o de transferéncia de malha fechada do
sistema de segunda ordem com realimentagdo

unitdria (sem controlador/compensador) é
dada por

O(s) 5 _ w?

O,(s)  2+s5+5 524 2bwys +w?’

(6)
sendo ©,(s) a posicdo angular desejada, a
frequéncia natural n3o amortecida é w, =
V/5(rad/s) e o coeficiente de amortecimento
é ¢ = 1/(2v/5) ~ 0,224. Quando é aplicado
um degrau unitdrio na entrada 6,(t), a saida
0(t) apresenta a resposta da Figura 4.19.

16
14
12
o) !
08
06
04
02

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.19 Resposta ao degrau unitdrio do sistema em malha fechada sem compensador
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Exemplo 4.7 (Objetivo do Projeto)

De acordo com a Figura 4.19, o sobressinal vale

Mp(%) = e~/ V1=£2100% ~ 48,6%, )
e o tempo de acomodacio, segundo o critério de 2%, é
4
ts(2%) ~ ~8s. (8)
Ewn

Objetivo: Deseja-se projetar um compensador Gc(s), conforme representado no diagrama de
blocos da Figura 4.20, de modo que o coeficiente de amortecimento dos polos de malha fechada
dominantes seja £ = 0,5 (M, =~ 16%) e o tempo de acomodac3o seja reduzido para ts(2%) ~ 2 s,
isto é

4
ts(2%) ~ =2=wp=4rad/s 9)
Ewn
Portanto, para que as especificagdes sejam satisfeitas, os polos de malha fechada dominantes
devem estar localizados em

s = —fwn £ junV/1 — €2 = =2+ j24/3. (10)
() ) [E ) s o)
’ s (s+1)

Figura 4.20 Diagrama de blocos do sistema em malha fechada com compensador. 11730



Exemplo 4.7 (Analise e Solugdo)

Se Gc(s) for apenas um ganho, isto é, G.(s) = k, é impossivel satisfazer as
especificacoes fornecidas. Conforme se pode perceber pelo lugar das raizes
da Figura 4.21, variando-se apenas o ganho k os polos de malha fechada
nunca passam pelos polos calculados em (10).

k— o A Im
'\90"
A
k=0 k=0 Re
Y—P— >
-1 -0,5 0
A 4
2700 (|
al
k— o0

Figura 4.21 Lugar das raizes sem compensador.
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Exemplo 4.7 (Analise e Solugdo)

Para deslocar o lugar das raizes para a esquerda
pode-se empregar um compensador por avango

de fase
ke (S+Zc).
S+ pc

Adotando o zero do compensador na mesma
posicao que a parte real dos polos de malha
fechada dominantes (zc = 2) o polo do com-
pensador pode ser calculado pela condi¢do de
fase, ou seja,

(11)

/st pc=/s+2—/s—/s+1+180° (12)

No polo desejado para malha fechada
s = —2 + j21/3 tem-se que

2v/3
arctan ( 2) = 90° — 120° — 106,1° + 180° = 43,9°.
Pc —

(13)
Calculando a tangente do dois membros da
Equacdo (13), obtém-se pc =~ 5,6. O valor do
ganho k. > 0 pode ser obtido por meio da
condi¢do de médulo, ou seja,

ke(s+2) 5

(s+5,6) s(s+1)

k= |s + 5,6||s||s + 1] '
5|s + 2|

No polo de malha fechada s =

obtém-se k. ~ 4,16. Portanto,

Ge(s) = 4.16 (

—2 4+ 2/3f

s+2 )
s+56/"

O lugar das raizes do sistema com o compen-
sador (15) é apresentado na Figura 4.22.

(15)

alm

ke =208 243

5k — 20,88 2403

Figura 4.22 Lugar das raizes com compensador.
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Exemplo 4.7 (Analise e Solugdo)

O lugar das raizes do sistema com o compensador (15) obtido pelo Matlab:

Root Locus

=)

o

Imaginary Axis (seconds 1)
& )
o
\f |
/

s=tf(‘s’);
Ge=4.16%(s+2)/(s+5.6);
G=5/(s*(s+1));

rlocus (Ge*G)

=

» [
-6 -5 -4 -3 232 -15 -1-056 0 1

Real Axis (seconds'1)

O sistema em malha fechada com o compensador (15) resulta num sistema de ordem 3,
cuja fung3o de transferéncia é dada por

o(s) 20,8(s +2) B 20,8(s +2)
O,(s) 46,652 +2645+416 (s+2,6)(s+2—2v3))(s+2+2V3))

(16)
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Exemplo 4.7 (Analise e Solugdo)

Qutra solugdo para o projeto do compensador

pode ser obtida por meio de uma anilise di- Alm
reta do lugar das raizes. Se o zero z. do com- Ske=16 243
pensador for cancelado com o polo estdvel® v 907
da planta (s = —z. = —1), sabendo que
Se=((0—-1—-pc)—(-2))/(3—1) eseo 4
polo do compensador for alocado na posi¢do
s = —pc = —4, entdo o lugar das raizes passa A B F=0 R
exatamente pelos polos de malha fechada de- -4 =2f -l 0
sejados (s = —2 % 2v/3j), conforme ilustrado
na figura ao lado. Y
Com isso, o sistema em malha aberta Gma(s) 2700
resultante é de ordem 2, isto é, N

ke(s+1) 5 Ske Ske=16 243

Gma(s) = = . (17)
(s+4) s(s+1) s(s+4) Portanto, a funcdo de transferéncia do com-

O valor do ganho k. > 0 em qualquer polo de pensador ¢ dada por

malha fechada desejado pode ser calculado por e =30 (St 1
meio da condi¢do de mdédulo, ou seja, c(s) =3, (5+4> :

(19)

5ke
s(s+4)

A funcdo de transferéncia de malha fechada
com o compensador (19) é dada por

=1= ke =3,2. (18)
s=—24+23j

a . O(s 16 16
O cancelamento nunca deve ser realizado com polos L

instaveis, pois na prética este cancelamento pode n3o ser per-  ©/(s) s2 +4s+16 (s +2—2V3j)(s + 2+ 2V3))
feito, fazendo com que o sistema tenha polos de malha fechada (20)
no semiplano direito, tornando-o instdvel. 15/39




Exemplo 4.7 (Analise e Solugdo)

@ As respostas ao degrau unitdrio do sistema ndo compensado (6), do sistema compensado
de segunda ordem (20) e do sistema compensado de terceira ordem (16) sdo apresentadas
na Figura 4.24.

@ Como o sistema (16) é de terceira ordem e o polo localizado em s = —2,6 esta préximo dos
polos complexos conjugados, a resposta transitéria possui um sobressinal um pouco maior
que o desejado (M, =~ 16%). Ja o sistema (20), por ser de segunda ordem, produz uma
resposta de acordo com as especificagdes.

@ No projeto de compensadores nem sempre é possivel realizar cancelamentos de modo a re-
duzir a ordem do sistema. Em sistemas de ordem elevada, se os polos dominantes estiverem
préximos dos demais polos e zeros a resposta transitéria pode n3o ocorrer exatamente de
acordo com as especificagdes desejadas. Por essa razdo, é necessario analisar os resultados
obtidos empregando-se também recursos computacionais.

@ O projeto do compensador deve ser refeito até que os resultados obtidos possam ser consi-
derados satisfatérios.

1,6 : :

14f SN 1
A
1,2 \
\ P _
1+ S - -
0(t) 0.8 .7 1
o 1
0.6F Jf 1 1
04l 941 - = = Naio compensado 4
02l ,' Compensado de segunda ordem | |
ura +  Compensado de terceira ordem
0 . . . : " r
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

Figura 4.24 Respostas ao degrau unitario do sistema ndo compensado (4.47), do sistema com-
pensado de segunda ordem (4.63) ¢ do sistema compensado de terceira ordem (4.59). 1639



Compensacao por atraso de fase J
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Compensacao por atraso de fase

@ O bloco tipico de um compensador por atraso de fase (/ag phase) tem a fun¢do
de transferéncia

Ge(s) = ke Cij) . e > pe. (21)

@ O diagrama de polos e zeros de um compensador por atraso de fase é apre-
sentado na Figura 4.25.

@ O polo do compensador p. deve estar localizado mais préximo do eixo ima-
ginario, quando comparado ao zero z..

@ A designagdo atraso de fase reside no fato de que para qualquer ponto s com
Re < 0 e Im> 0 o compensador G.(s) diminui a fase da malha aberta, pois
{Gc(s) =¢p—0<0.

Im

;Re

Figura 4.25 Diagrama de polos e zeros de um compensador por atraso de fase.
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Compensacao por atraso de fase

@ A compensagio por atraso de fase é in-
dicada quando a resposta transitéria é
satisfatdria, mas o erro no estado esta-
ciondrio precisa ser melhorado.

@ Para que o lugar das raizes n3o seja mo-
dificado com a inclusdo do compensador
na malha a contribui¢do de fase do com-
pensador deve ser proxima de zero.

@ Ao contririo do compensador por
avango, o compensador por atraso tende
a piorar a resposta transitdria pois tende
a deslocar o lugar das raizes no sentido

@ De acordo com a Figura 4.26, isso so-
mente é possivel se o polo pc e o zero z¢
do compensador estiverem préximos um

da direita do semiplano s. do outro.
5 Alm Py Alm
Re Re
* X > % X ¥
0 -2 Pe|0
(a) (b)

Figura 4.26 Lugar das raizes. (a) Sem compensador. (b) Com compensador.
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Compensacao por atraso de fase

@ Analisando a Figura 4.26 verifica-se que
quando o polo p. e o zero z. do com-
pensador estdo préximos a contribui¢do
de fase é praticamente nula.

@ Além disso, as distancias do polo p. e
do zero z. até o ponto s, onde estaria
um polo de malha fechada desejado, sio
praticamente as mesmas.

@ Com isso, o ganho k. do compensador
vale aproximadamente 1, pois os veto-
res que representam estas distancias sdo
aproximadamente iguais.

@ Considere um sistema com reali-
mentag¢3o unitdria, sem o compensador
por atraso de fase, cuja fungdo de
transferéncia de malha aberta seja dada

por
G(s) = k(ris+1)(m2s+1)...(Tms+ 1)
s(Tis+1)(Tas+1)...(Tas + 1)’
(22)
sendo k um ganho, 7; (i =1,....m)e T; (j =
1,...,n) constantes de tempo n3o nulas.

Sabe-se que a transformada do erro (e(t)) em
um sistema com realimentacg3o unitdria é

1
E) = 1o e M)
em que R(s) é a entrada de referéncia e
G(s) é a fung3o de transferéncia do sistema.
Aplicando-se uma rampa unitdria na referéncia
(R(s) = s%), supondo que G(s) é dada
por (22), o erro estaciondrio do sistema em
malha-fechada sem compensador pode ser cal-
culado por meio do teorema do valor final, ou

)3

(23)

es(o0) = IlmosE(s) = lim

5—0 [# (1 +lG(s
= lim

1
s—=0 s + sG(s) “k
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Compensacao por atraso de fase

Das Equagdes (23) e (25) tem-se que a relag3o
entre os erros estaciondrios com e sem compen-
sador é dada por

Considere agora um sistema com compensador
por atraAso _de fase, com k. ~ 1 A funcio de  &(%0) _ Zik _ bPc . f = ec(o0) = P—Ces(oo)A (26)
transferéncia de malha aberta é dada por es(oo) % zcil 1 ze

Gma(s) = Ge(s)G(s) @ Para que o erro estaciondrio com com-
pensador ec.(c0) seja, por exemplo, 10

_ (s+2z) k(ns+1)(res+1)... (Tms +1) vezes menor que O erro sem compensa-

(s+pc)s(Tis+1)(Tas+1)...(Tas+ 1) dor es(c0) o zero do compensador deve
(24) ser 10 vezes maior que o seu polo, isto

Aplicando-se uma rampa unitaria na referéncia, é, zc = 10p..

o erro estaciondrio com compensador ec(00)

vale @ Portanto, a Unica maneira de a relagao
entre o zero e o polo ser “grande” de
ec(00) = lim sE(s) modo a reduzir o erro estaciondrio e,
50 simultaneamente, ter o polo e o zero
— lim |:# ( 1 ) i} do compensador préximos um do outro,
5—0 1+ Gma(s) s# (25) para que a resposta transitéria n3o seja

Pe afetada, é que pc e z. devem estar loca-

— Iim - = . . s . .
5005 + sGma(s) Zek lizados préximos da origem.

@ Assim, escolhendo por exemplo o polo
em p. = —0,01 o zero deve estar em

ze=-01 21/39



Exemplo 4.8 (Objetivo do Projeto)

Considere um sistema com a seguinte func3o de transferéncia de malha

aberta:
40

G(s) =

(s +1)2(s+10)

(27)

O diagrama de blocos do sistema em malha fechada sem compensador é

apresentado na Figura 4.27.

40

Y(s)

(s+1)*(s+10)

>
»

Figura 4.27 Diagrama de blocos do sistema em malha fechada sem compensador.
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Exemplo 4.8 (Objetivo do Projeto)

A funcg3o de transferéncia de malha fechada é dada por

Y(s) 40 _ 40
R(s) s3+12s24+215+50 (s 4 10,448)(s2 4 1,552s + 4,786)
83577 4,786
T 5+10,448 2+ 1,552s + 4,786
40

" (s 4 10,448)(s + 0,776 + 2,045/)(s 4 0,776 — 2,045)) (28)
Logo, os polos de malha fechada dominantes do sistema sem compensador est3o localizados em
s1,2 = —0,776 £ 2,045/, em que! a frequéncia natural é w, = /4,786 = 2,188 e o coeficiente de
amortecimento é £ = 1,552/(2w,) ~ 0,355.
Aplicando-se um degrau unitario na referéncia (R(s) = %), o erro estaciondrio es(co) sem com-
pensador é

. . 1 1 . 1 1
=m0 =t () o =t
s+ 1)%(s+

(29)
Deseja-se projetar um compensador G(s) por atraso de fase de modo a reduzir o erro
estaciondrio em 10 vezes (e.(0c0) = 0,02), sem que a resposta transitéria tenha mudanga
significativa.

1 _ )
Mp = e 8™/ V178" = 30,37% e £,(2%) = 4/(Ewn) = 5,15 5. 23/39



Exemplo 4.8 (Analise e Solugdo)

A fung3o de transferéncia de malha aberta com o compensador G.(s) é dada por

ke(s + zc) 40
Gma(s) = Ge(s)G(s) = .
() = G()6(9) = 55 s (30)
Logo, o erro estaciondrio e.(c0) com compensador vale
. . 1 1 . 1 1
(s + po)(s + 1)*(s + 10) Pe
(31)

Para que a resposta transitéria ndo tenha mudanca significativa com o compensador
Gc(s), a posigdo dos polos de malha fechada dominantes deve ser praticamente a mesma
no lugar das raizes. Para isso, o ganho k. deve valer aproximadamente 1. Logo,

Lo c0m= tomia® oso1a 2 Y s (3
z:4 0,02 pe pe  pe 4

Pc

1+

Escolhendo arbitrariamente um valor préximo da origem para o polo p. = 0,01, obtém-se
ze = 12,25 -0,01 = 0,1225.

24/39



Exemplo 4.8 (Analise e Solugdo)

Im

Polos — — _0,7441.96)

dominantes

-10 \—1‘ [

A

-z.=-0,1225
-p.=-0,01

Figura 4.28 Lugar das raizes do sistema compensado.

Na Figura 4.28 é apresentado o lugar das raizes do sistema compensado.
Tragando uma reta pelo coeficiente de amortecimento ¢ = 0,355 (8 = cos™1(0,355) ~
69.21°), obtém-se os polos de malha fechada dominantes do sistema compensado, que

estdo em s; o = —0,74 4+ 1,96/.
25/39



Exemplo 4.8 (Analise e Solugdo)

O ganho k. pode ser ajustado pela condicdo de médulo

40k (s + 0,1225)
(s+0,01)(s + 1)?(s + 10)

=1
s=—0,74+1,96;

|s 4+ 0,01||s + 1[%|s + 10] (33)
= k. = ’ ~ 0,9415.
40[s + 0,1225] 071,96
Portanto, a funcio de transferéncia do compensador por atraso de fase é
0,9415(s + 0,1225)
Ge(s) = . 34
(s) <1001 (34)
A funcdo de transferéncia de malha fechada do sistema compensado é dada por
Y(s) 37,66(s + 0,1225)
R(s) =~ s*+412,01s3 + 21,1252 + 47,875 + 4,71
37,66 0,1225
_ ,66(s + 0, ) (35)

(s + 0,103)(s + 10,42)(s + 0,74 + 1,96/)(s + 0,74 — 1,96;)
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Exemplo 4.8 (Analise e Solugdo)

Na Figura 4.29 s3o apresentados os gréficos da resposta ao degrau unitdrio
dos sistemas em malha fechada compensado e ndo compensado. A inclusdo
do compensador aumenta a ordem do sistema de 3 para 4, acrescentando
um polo em s = —0,103 e um zero em s = —0,1225 préximos dos polos
dominantes. Com isso, a resposta transitéria do sistema compensado é um
pouco diferente do sistema n3ao compensado. Porém, o erro estacionario foi
reduzido de acordo com o esperado.

1,2 T
LA 1
0,8
y(t) 0,61 |
041 4
0,2 —— Compensado 4
Nao compensado
() 1 1 1 | 1 | T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 4.29 Respostas ao degrau unitéario dos sistemas compensado e ndo compensado.
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Compensacdo por avanco e atraso de fase

(lead-lag)
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Compensacao por avanco e atraso de fase

A compensagdo por avanco e atraso de fase (lead-lag phase) é muito
utilizada na pratica, e aplica os dois recursos analisados anteriormente.

o Esta compensacao é indicada quando é necessario melhorar simultane-
amente a resposta transitdria e o erro no estado estacionario.

@ Primeiramente, projeta-se um compensador por avanco de fase para
melhorar a resposta transitéria.

@ Depois calcula-se quanto o erro estacionario ainda deve ser melhorado.

@ Por fim, projeta-se o compensador por atraso de fase para satisfazer a
especificacdo do erro estaciondrio.
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Exemplo 4.9 (Objetivo do Projeto)

Projete um compensador por avan¢o e atraso de fase para o sistema da Figura 4.30, de
modo que a resposta para entrada do tipo degrau na referéncia apresente:

@ polos dominantes com coeficiente de amortecimento £ = 0,5 e frequéncia
wn = 2(rad/s);
@ erro no estado estaciondrio de 0,02.

R(s) * E(s) 1 Y(s)
(s4+1)%(s+10)

Figura 4.30 Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada sem compensador.

Para que as especificagbes sejam satisfeitas os polos de malha fechada dominantes do
sistema compensado devem estar localizados em

s12 = —Ewn £ jwny/1 — € = —fwp + jug = —1 £ V3. (36)

Se os polos dominantes tiverem influéncia predominante na dindmica do sistema, entdo a
resposta ao degrau deve apresentar um sobressinal préximo de M, ~ 16,3% e um tempo
de acomodacio préximo de t; &~ 3 s (critério de 5%).
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

A funcdo de transferéncia do compensador por avanco de fase é dada por

S+ z¢
G, (s) = k . 37
w9 = e (25 €
Cancelando o zero do compensador com um dos polos em s = —1 do processo, a

funcdo de transferéncia de malha aberta resulta como

s+ zc 1 ke
Gmal(s) = k. = . 38
O ke G+ 26710 Grp)e+DG 1) O
Pela condic3o de fase
/Gma(s) = +miiltiplo impar de 180° (39)

ou

—/s+pc—/s+1—/s+10=+m180° = 180° — /s +1— /s +10= /s + p..
(40)
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

No polo dominante de malha fechada s = —1 + j1/3 tem-se que

3
/St pc= /—1 +jv3+ pc = arctan ( \[1> = 180° — 90° — 10,9° = 79,1°.
. —
(41)
Calculando a tangente dos dois membros da Equacdo (41), obtém-se
V3 V3
= tan(79,1°) = 5,1962 =——+1=x1 . 42
- an(79,1°) = 5,1962 = p. 51062 + ,3333 (42)
O valor do ganho k. > 0 pode ser obtido por meio da condicdo de médulo, ou seja,
ke _1
(s+1,3333)(s+ 1)(s + 10) =143 (43)

= ke = |s+1,3333[[s + Lf|s + 10[|__,, 5 = ke = 28.

Portanto, a funcdo de transferéncia do compensador por avanco de fase é dada por

s+1
Ws)=28(—"" ). 44
Cav(s) 8<5+1,3333> (44)
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

O lugar das raizes do sistema com o compensador (44) é apresentado na
Figura 4.31.
Im

Figura 4.31 Lugar das raizes com o compensador por avanco de fase. ;
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

A fung3o de transferéncia de malha fechada apenas com o compensador por avanco de
fase é dada por
Y(s) _ 28 (45)
R(s)  (s+1,3333)(s + 1)(s + 10) + 28’
cuja resposta ao degrau unitdrio é apresentada na Figura 4.32. Note que o sistema em
malha fechada com o compensador por avan¢o de fase apresenta um transitério préximo
das especificagdes (sobressinal M, == 16,2% e tempo de acomodacio ts = 3 s, pelo critério
de 5%). Porém, o erro estaciondrio ainda é elevado, pois e(c0) =1 — 0,68 = 0,32.

6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 4.32 Resposta ao degrau unitério do sistema em malha fechada apenas com o compensador
por avango de fase.
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

A seguir, deve-se projetar um compensador por atraso de fase de modo a reduzir o erro
estaciondrio para 0,02, sem que o transitério do sistema com o compensador por avango
de fase tenha alteragdo significativa.

Supondo que a funcdo de transferéncia do compensador por atraso de fase seja dada por

S+ Zat
Gar(s) = kot 2222 | 46
) = o (S22 (46)
a funcdo de transferéncia de malha aberta com o compensador por avanco e atraso de
fase é p 1
Gonls) = Rl z) e (D . )
(s + pat) (s +1.3333) (s+1)(s + 10)

Logo, o erro estaciondrio e(co) com o compensador por avango e atraso de fase vale

o) = i s£6) =l |+ (6.77) /) = m (7562
= lim ) 28k:(s+zat) T 2,11katzat =002 (48)

_|_
(s + pat)(s + 1,3333)(s + 1)(s + 10) Pat
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

Para que o transitério ndo tenha mudanca significativa com o compensador
por atraso de fase, a posicdo dos polos de malha fechada dominantes deve
ser praticamente a mesma no lugar das raizes. Para isso, o ganho k,; deve
valer aproximadamente 1. Assim,
%Zat ~ 0,02 = 022 ~1+ 2’;2“ - ot ;% ~ 23,3333. (49)
14 2% ) at Pat s
Pat

Escolhendo arbitrariamente o polo p,: = 0,01 préximo da origem, obtém-se
za: = 0,2333.

36/39



Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

Na Figura 4.33 é apresentado o lugar das raizes do sistema compensado. Tragando
uma reta pelo coeficiente de amortecimento & = 0,5 (8 ~ cos~%(0,5) = 60°)
obtém-se os polos de malha fechada dominantes do sistema compensado, que

estdo em s, = —0,93 £ 1,61;.

Im

F — 51 = —0,93+ 1,61
“ 0,01

—133 |\ O\

—1 —=0,23

— 8 = —0,93 — 1,61

Figura 4.33 Lugar das raizes do sistema compensado.
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

O ganho k,; pode ser ajustado pela condicdo de médulo

28k, (s + 0,2333)
(s +1,3333)(s + 0,01)(s + 1)(s + 10)

=1 = ku ~ 0,93.

s=—0,93+1,61j

(50)
Portanto, a funcdo de transferéncia do compensador por avango e atraso
de fase é dada pelo produto das Equagdes (44) e (46), ou seja,

26,04(s + 1)(s + 0,2333)

G =G G = . 51
o(8) = Carls)Cat(s) = =71 3333)(5 4 0,01) (51)
A funcdo de transferéncia de malha fechada do sistema compensado
resultante é de quarta ordem e é dada por
Y(s) 26,04(s + 0,2333)
R(s)  s*+4 12,3453 + 24,7952 + 39,625 + 6,21
26,04 0,2333

(s +0,17)(s + 10,30)(s + 0,93 + 1,61;)(s + 0,93 — 1,61))
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Exemplo 4.9 (Analise e Solugdo)

Na Figura 4.34 s3o apresentados os graficos da resposta ao degrau unitario dos
sistemas em malha fechada sem compensador, apenas com o compensador por
avango (44) e com o compensador por avango e atraso (51). A inclusdo do com-
pensador por atraso aumenta a ordem do sistema de 3 para 4, acrescentando um
polo em s = —0,17 e um zero em s = —0.2333 préximos dos polos dominantes,
afetando dessa maneira a resposta transitéria. Porém, o erro estacionario foi redu-
zido de acordo com o esperado.

0,98 T e

0.68 e N e - - " o 7]

"""" Sem compensador
= = = Apenas com compensador por avanco de fase
= Com compensador por avanco e atraso de fase

t(s)
Figura 4.34 Respostas ao degrau unitario dos sistemas em malha fechada sem compensador,
apenas com o compensador por avango (4.87) e com o compensador por avango e atraso (4.94).
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