EA721 - Principios de Controle e Servomecanismo

Parte 1.3: Anélise no Dominio do tempo
(Estabilidade e Especificagdes de projeto)

Professora: Cecilia de Freitas Morais
Auxiliar didatico (PED): Artémio Andrade Barros

e-mails: cfmorais@unicamp.br
a2429880@dac.unicamp.br
pagina: https://cfmorais.fee.unicamp.br/

1/67


https://cfmorais.fee.unicamp.br/

Introducao

@ Uma das especificagBes usuais, empregadas na andlise de sistemas de controle
dindmico, é a sua resposta temporal quando sinais particulares s3o aplicados
a suas entradas.

@ Normalmente estes s3o sinais simples, tais como

e impulso,

e degrau,

e rampa e

e sinal senoidal,

cujas transformadas de Laplace s3o fungdes racionais.

@ Nestes slides s3o apresentadas:

e a definicdo de estabilidade de sistemas lineares e o critério de Routh (que
permite determinar faixas de valores para os pardmetros da funcdo de
transferéncia do sistema, para que o mesmo seja estdvel);

e as respostas transitérias de sistemas de primeira e segunda ordens;

e o comportamento do erro no estado estacionario;

e alguns indices de desempenho, consagrados na engenharia de controle
como: sobressinal, tempo de subida, tempo de acomodacao, etc.
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Estabilidade de sistemas lineares

o Estabilidade é um objetivo fundamental em qualquer projeto de
engenharia de sistemas.

@ Sem estabilidade de alguma varidvel significativa pode-se afirmar que
o sistema n3o tem utilidade pratica.

@ Mesmo no caso de um oscilador eletronico para radiotransmissao que,
de certo ponto de vista, pode ser classificado como instavel, s6
encontra utilidade pratica quando ocorre estabilidade da frequéncia e
da amplitude da oscilacdo do sinal.

@ Para sistemas lineares é sempre adotado o conceito de estabilidade
BIBO (Bounded Input Bounded Output), que é definida impondo
uma condicdo sobre a amplitude do sinal de saida dada uma condi¢do
sobre a amplitude do sinal de entrada.
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Estabilidade de sistemas lineares

BIBO estabilidade

Um sistema linear é BIBO estavel se qualquer sinal de entrada com ampli-
tude finita (bounded) produz sinal de saida com amplitude também finita
(bounded).

@ A palavra qualquer na definicdo anterior é fundamental e tem o objetivo de
assegurar que num sistema BIBO estdvel nenhum sinal de entrada aplicado
ao sistema pode disparar a amplitude da saida sem que haja uma excitagio
intencional, ou seja, uma entrada com amplitude ndo limitada.

@ A BIBO estabilidade é, portanto, um requisito pratico de seguranca, de utili-
dade operacional do sistema.

@ Para sistemas nao lineares outros conceitos de estabilidade s3o necessarios,
mas sempre resultam em seguranca e previsibilidade de comportamento.

4/67



Relacao da Funcao de Transferéncia e BIBO estabilidade

Um sistema LTI a tempo continuo descrito por

YO (t) + ap1y ") + - + a0y () =
binx\™(£) 4 - - - + bix(t) + box(t),
para t € R4, pode também ser expresso (sob

a hipétese de condic@es iniciais nulas) pela
sua fun¢do de transferéncia

bms™ + -+ bis + by
s"+a,_1s"" L4+ .. tas+ag

pois Y(s) = H(s)X(s).

Note que, se x(t) = §(t),

entdo Y(s) = H(s) - 1= H(s) = L{h(t)},
em que h(t) = G{(t)} é a resposta ao im-
pulso do sistema.

As raizes de
D(s)=s"+ ap_18" 1+ -+ as+ag

sdo chamadas modos préprios do sistema.
Como visto anteriormente, se D(s) tiver n
raizes distintas: pi1,...,pn, entdo

n

o2

k=1

n
= h(t) = Zakepkt, t>0.
k=1

Logo h(t) — 0 com t — oo se e apenas se
os polos de H(s) estiverem no semiplano es-
querdo.

@ Observe que raizes repetidas de D(s)
est3o associadas a solucdes do tipo ePkt,
tePkt, ...,

@ Raizes imagindrias s = o + jw de D(s)
estdo associadas a solugBes do tipo
et cos(wt) e et sin(wt)
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Teorema da estabilidade linear

Teorema 3.1

Um sistema linear invariante no tempo (SLIT) é BIBO estdvel se e somente
se todos os polos de sua funcdo de transferéncia estdo localizados no semi-
plano esquerdo aberto do plano s, excluido o eixo imaginario, ou seja, se a
parte real dos polos é negativa (Re(s) < 0).

Na Figura 3.1 esta representada em cor cinza a “regido estavel” do plano s.

Alm

Semiplano
Re
—

esquerdo

Figura 3.1 "Regiao estavel" do plano s.
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Exemplo 3.1

Considere o sistema linear da Figura 3.2.

Y(s)

&» G(s) B—

Figura 3.2 Sistema linear.

cuja fungdo de transferéncia G(s) é dada por

a

G(s) = (1)

s+a

@ Se a > 0 o sistema G(s) é BIBO estavel, pois o seu polo estd
localizado no semiplano esquerdo aberto do plano s.

@ Se a < 0 o sistema G(s) é BIBO instavel, pois o seu polo esta
localizado no semiplano direito aberto do plano s.
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Exemplo 3.

Aplicando na entrada U(s) do sistema um sinal com amplitude finita como, por exemplo,
um degrau unitdrio, obtém-se

Y(s) =G()U(s) = )

st a ®3)

A transformada de Laplace inversa da Equag3o (3) é dada por
y(t)=1—e"*, para t >0. 4)

@ Se a >0, a resposta (4) possui uma exponencial decrescente. O sinal com
amplitude finita (degrau unitdrio), aplicado na entrada do sistema, produz um sinal
de saida também com amplitude finita, pois para t tendendo a infinito y(co) = 1.

@ Se a < 0, a resposta (4) possui uma exponencial crescente. O sinal com amplitude
finita (degrau unitdrio), aplicado na entrada do sistema, produz um sinal de saida
com amplitude ilimitada, pois para t tendendo a infinito y(co) = co.

Portanto, o sistema é BIBO estavel para a > 0 e BIBO instdvel para a < 0.
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Exemplo 3.2

Supondo que a funcg3o de transferéncia do sistema da Figura 3.2 seja
1
G(s) = (5)

241’
entdo o sistema G(s) é BIBO instdvel, pois os seus polos (s = +j e s, = —j) estdo
localizados sobre o eixo imaginério do plano s.
Justificativa: aplicando-se em G(s) uma entrada com amplitude finita como, por exem-
plo, um sinal cossenoidal u(t) = cos(t) = U(s) = s/(s* + 1), resulta

s
Da tabela de transformadas de Laplace obtém-se
y(t) = 0,5tsen(t), para t >0, (7)

que é um sinal de amplitude n3o finita.

Logo, em sistemas com polos sobre o eixo imaginario um sinal com amplitude finita pode
produzir uma saida com amplitude ilimitada. Portanto, tais sistemas sdo BIBO instaveis.
Os casos de polos no eixo imagindrio corresponde na prética aos sistemas ressonantes
com perdas de energia despreziveis como, por exemplo, as estruturas mecanicas. Como
se sabe da experiéncia, aplicando um sinal na frequéncia da ressonancia, por pequeno que
seja, a amplitude da resposta tende a infinito.
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Teste de estabilidade

Entdo surgem as seguintes perguntas:

@ Para saber se um sistema é estavel ou ndo temos que calcular todos
seus polos e verificar se algum deles n3o pertence ao semiplano
esquerdo do plano s, ou seja, se a parte real de algum deles nao é
menor que zero (Re(s) > 0)?

@ Caso contrério, para saber se um sistema é estdvel ou n3o teriamos
que testar todas as entradas com amplitudes limitadas para verificar
se alguma delas produz uma saida cuja amplitude tende ao infinito?

@ Existe uma forma mais facil e sistematica que nos permite testar a
estabilidade de um sistema a partir de sua funcdo de transferéncia?

o Sim! Esse teste existe e é chamado de critério de Routh-Hurwitz
ou apenas critério de Routh.
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Critério de estabilidade de Routh

Considere um sistema com func¢do de transferéncia G(s) dada por

G(s) = N(s) _ N(s) (8)

D(s) ans"+ap-1s" 1+ - +as+ao’

sendo N(s) e D(s) correspondentes ao numerador e ao denominador de
G(s), respectivamente.

O critério de Routh permite determinar quantos polos da fun¢3o de trans-
feréncia G(s) pertencem ao semiplano direito aberto do plano s, sem precisar
calcular as raizes do polinmmio D(s). Portanto, este critério permite de-
terminar se o sistema G(s) € ou n3o estavel.

Para isso, primeiramente escreva o polindmio caracteristico D(s) na forma

D(s) = aps" + ap_15" 1+ --- 4 ars + ap. (9)
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Critério de estabilidade de Routh

Condicao 1:

Se no polindmio do denominador da fung¢do de transferéncia (D(s)) estiver
faltando algum dos coeficientes a; (i = 0,1,2,...,n), isto é, se D(s) tiver
algum coeficiente a; = 0 ou se todos os coeficientes a; nao tiverem o
mesmo sinal, entdo pode-se concluir imediatamente que o sistema G(s) é
BIBO instavel. Caso contrdrio, deve-se verificar a condicdo 2.

Condicao 2:

Se todos os coeficientes a; do polindmio D(s) estiverem presentes, isto €,
se nenhum deles for nulo e se todos os coeficientes tiverem o mesmo sinal
(todos positivos ou todos negativos), entdo deve-se organizar os coeficientes
de acordo com a tabela de Routh (Tabela 1 mostrada no slide seguinte). O
sistema G(s) é BIBO estdvel se todos os elementos da primeira coluna de
coeficientes da tabela de Routh tiverem o mesmo sinal. Caso contrdrio, o
sistema G(s) é BIBO instdvel. Estd é uma condi¢do necessaria e suficiente
para determinar se G(s) é BIBO estavel ou instdvel.
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Critério de estabilidade de Routh

Tabela 1 Tabela de Routh

s” an an—2 an—4 ap-6 -+ 0
-1
s" an—1 | @-3 an-5 a7 - 0O
s"2 1 by by bs by
sn—3 c1 o c3 cs
st f
s0 81
Os coeficientes (bj,cj, - - - ) da tabela de Routh s3o calculados como
a, a, a a,
det | an n—2:| det[ n—1 n—3:|
b [%—1 an—3 ap—13p—2 — anap—3 . by by brap_3 — ap—1b2
1= — = 5 1= - = ’
an—1 an—1 by by
a, a, a a,
det | an n—4:| det[ n—1 n—5:|
by [an—l an_s ap—13p—4 — anan—s . by b3 bias—5 —ap_1b3
== = s 2 = — = s
ap—1 ap—1 by by
a, a, a a,
det | 2n n—6 det |[2n—1  an—7
[an—l 2n—7] aph—13n—6 — anan—7 [ by by brap—7 —an_1bs
b3 = — = ; g =— = ,
ap—1 an—1 by by
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Critério de estabilidade de Routh

Critério de Routh:

O ndmero de raizes com parte real positiva é igual ao nimero de mudancas
de sinal dos elementos da primeira coluna de coeficientes da tabela de Routh.

@ Caso algum coeficiente calculado da primeira coluna da tabela de Routh
(b1,c1,...) seja nulo, entdo o sistema também é BIBO instdvel. Para
identificar o niimero de raizes com parte real positiva pode-se substituir
os zeros na primeira coluna por uma varidvel (¢), contar o nimero de
trocas de sinal fazendo

lim e lim,
e—0— e—0t o S ]
se o nimero de troca de sinais coincidir essa é a quantidade de raizes

com parte real positiva. Se o niimero de troca de sinais for distinto,
isso indica que existem raizes com parte real nula.

@ Uma importante aplicagdo do critério de Routh é na determinagdo da
estabilidade de um sistema quando ha um ou mais parametros variaveis,
como por exemplo, o ganho de um controlador.
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Exemplo 3.3

Considere um sistema com funcdo de transferéncia

s—1
G(s) = . 10
(s) s34+3s?2+as+1 (10)
O polindmio do denominador de G(s) é dado por
D(s) =s*+3s®+as+1. (11)

@ Se a =0, um dos coeficientes do polindmio D(s) é nulo e com isso o
sistema G(s) é BIBO instével;

@ Se a < 0, um dos coeficientes do polindmio D(s) tem sinal trocado e
com isso o sistema G(s) é BIBO instdvel;

@ Se a > 0, para determinar se o sistema G(s) é estdvel ou instavel é
necessario montar a tabela de Routh.
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Exemplo 3.3

Tabela 2 Tabela de Routh

3| 1] a
2131
S 1 b1 b2
SO C1

Os coeficientes by, by e ¢; da tabela de Routh sdo calculados como

ajap —apazy 3a-—1
b1 = = 12
! dl 3 ’ ( )
by = B 2= o, (13)
ai
C1:b133_alb2:b1'1_3'b2=1. (14)

by by
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Exemplo 3.3

Todos os coeficientes da primeira coluna da tabela de Routh tém o mesmo

sinal quando
3a—

1 1
by > 0= >0éa>§. (15)

: . . 1
Portanto, o sistema G(s) é BIBO estavel se e somente se a > 3

1 . .
Para 0 < a < 3 ocorrem duas mudancas de sinal na primeira coluna de

coeficientes da tabela de Routh, isto é, uma mudanca da linha s2 para st

e outra mudanca da linha s! para s°. Isso significa que o sistema tem dois
polos no semiplano direito aberto do plano s. Portanto, nesse caso G(s) é
BIBO instavel.

Note que, para a = % o coeficiente b; € igual a zero e com isso todos
os elementos da terceira linha da tabela sdo nulos. Pode-se verificar neste
exemplo que G(s) resulta com dois polos sobre o eixo imaginario. Logo,

para a = o sistema G(s) é BIBO instével.
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Exercicio

1. Determine o intervalo de k € R para que o sistema realimentado represen-
tado na figura seja BIBO-estavel.

1 1

- (s—1)(s+2)(s+3) s3+4s24+s5—6

H(s)
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Sistemas de 1? ordem J
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Sistemas de primeira ordem

Seja um sistema linear de primeira ordem, conforme representado na Fi-
gura 3.3.

U(s) 1 Y (s)
— —>
Ts—+1

Figura 3.3 Sistema linear de primeira ordem.

A fungdo de transferéncia G(s) do sistema da Figura 3.3 é dada por

Y(s) 1
U(s) Ts+1’

G(s) = (16)

sendo T > 0 chamada de constante de tempo do sistema.
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Sistemas de 17 ordem: Resposta ao impulso

@ Fisicamente o impulso é um pulso de duracdo muito pequena e serve
para descrever uma varidvel fisica que so se altera durante um intervalo
de tempo desprezivel como, por exemplo, nos fenémenos de choque
mecanico. Considerando que é fisicamente impossivel a resposta de
qualquer sistema real anteceder ao sinal que o excita, toda resposta
ao impulso deve ser nula para t < 0. Esta é chamada condicdo de
realizabilidade fisica.

Quando a entrada do sistema Figura 3.3 é um impulso unitdrio, isto é
u(t) = 4(t), entdo U(s) = 1. Da Equagdo (16) tem-se que

1 1
G(s) = Y(s) — =T 17
©=Ye) = 5= a (17)
Portanto, a resposta temporal y(t) da saida do sistema é dada por
1 —-t/T
y(t) = e , parat>0. (18)



Sistemas de 17 ordem: Resposta ao impulso

O gréfico da resposta ao impulso unitario para T > 0 é apresentado na Figura 3.4.
1T

y(t)

0,368/T

0 T 2T 3T 4T 5T
t

Figura 3.4 Resposta ao impulso unitario de um sistema de primeira ordem.

@ Como a transformada de Laplace da resposta ao impulso Y(s) é a prépria fun¢io
de transferéncia G(s) do sistema, um registro experimental da resposta ao impulso
permitiria estimar a constante de tempo T do sistema: T seria o tempo decorrido
da aplicagdo do impulso até a resposta reduzir-se a 0,368 do valor inicial.

@ No entanto, devido a possibilidade de ocorréncia de ruidos coincidentes com o mo-
mento da medida a qualidade desta identificacdo é menos segura que a de outros
métodos. 22 /67



Sistemas de 17 ordem: Resposta ao degrau

Quando a entrada do sistema da Figura 3.3 é um degrau de amplitude A, isto é, u(t) = A
para t > 0, entdo U(s) = A/s. Da Equagdo (16) tem-se que

A 4 A A

Y(s) = = === —) 19
(s) s(Ts+1) s(s—&-%) s 5+% (19)
cuja transformada inversa fornece a resposta ao degrau y(t), dada por
y(t)= Al —e */T), para t > 0. (20)
O gréfico da resposta ao degrau para T > 0 é apresentado na Figura 3.5.
A
0,6324
y(t)
0 T 2T 3T 4T 5T

t

Figura 3.5 Resposta ao degrau de um sistema de primeira ordem. 23/67



Sistemas de 17 ordem: Resposta ao degrau

@ Uma das caracteristicas importantes dessa resposta é que em t = T o valor da
resposta é y(T) = 0,632A, ou seja, a resposta y(t) alcanga 63,2% de sua variagdo
final.

@ Fisicamente, no instante T a principal parte da energia ou do significado da resposta
ja ocorreu. Por isso T é chamada de constante de tempo do sistema.

@ Quanto menor for a constante de tempo, mais rdpida é a resposta do sistema.

O valor final da saida quando t tende a infinito é dado por

y(o0) = fim y(t) = A (21)
Logo,
y(t) = y(o0) = —Ae™T = —y(o0)e™*/T. (22)

Aplicando o logaritmo natural ao médulo dos membros da Equagio (22), obtém-se

Inly(£) = y(o0)| =In| = y(oc)e™*/T| = = + In|y(c0)] (23)
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Sistemas de 17 ordem: Resposta ao degrau

t
A expressio (23) (In|y(t) —y(o0)| = —7 +1In|y(o0)|) representa a equagdo de uma reta,
conforme representado na Figura 3.6.

In|y(t) — y(o0)|

In[y(o0)|

»
»

0 T'n |y(oc0)] t

Figura 3.6 Grafico de In |y(t) — y(c0)| em fungao de t.

Portanto, para se determinar experimentalmente se um sistema é ou n3o de primeira
ordem e qual € a sua constante de tempo T basta desenhar o grafico de In|y(t) — y(c0)|
em funcdo de t. Se a curva obtida se aproximar de uma reta, ent3o o sistema é de primeira
ordem e a inclinagdo da reta é igual a —1/T.
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Sistemas de 17 ordem: Resposta ao degrau

O tempo de subida t, também serve para es-
timar a constante de tempo T.
Sendo t; e tp os instantes em que a resposta
O tempo de subida t, (rise time) de sistemas vale 0,1A e 0,9A, respectivamente, ent3o
de primeira ordem é definido como o tempo

para a resposta ao degrau ir de 10% a 90% y(t1) = Al —e /Ty =0,1A (24)
do seu valor final, conforme é mostrado na )T
Figura 3.7. y(t) =A(l—e 2/ 7)=0,9A (25)
A ou
0,94
Ae~t/T =09A (26)
(1) Ae~2/T = 0,1A. 27)
oAl , . Divildindo a Equagdo (26) pela Equagio (27),
— obtém-se
on " / el2=t)/T — g, (28)

Figura 3.7 Tempo de subida ¢, de wm sistema de primeira ordem.

Como t, = tp — t1,

t, = TIn(9). (29)
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Sistemas de 17 ordem: Resposta a rampa

Quando a entrada do sistema da Figura 3.3
é uma rampa unitdria, isto é u(t) = t para
t > 0, entdo U(s) = 1/s%. Da Equagdo (16)
tem-se que

1 % O erro e(t) entre a entrada u(t) e a saida y(t)
Y(s) = > =3 1 do sistema é dado por
s (Ts+1)  s2(s+ <) (30)
1 T T _ _ —t/T
== - — 4+ — e(t)=u(t)—y(t)y=t—(t—T+ Te )

=T—Te VT, (32)

cuja transformada inversa é dada por L
Logo, o erro no estado estacionario vale

— 4 —t/T
y(t)=t—T+ Te , parat >0. (31) e(c0) = lim e(t) = T. (33)
t—oc0

Para T > 0, o gréfico da resposta y(t) para
entrada rampa unitaria é dado por Portanto, quanto menor for a constante de
tempo T menor serd o erro e(co) no estado
estaciondrio e mais rapido serd o transitério
da saida y(t).

Figura 3.8 Resposta y(t) para entrada rampa unitaria r({). 27 /67



Sistemas de 19 ordem

Analisando-se as respostas ao impulso (18):

1
y(t) = 76715/7—7 para t 2 07

ao degrau (20):
y(t) = A1 — e /T, para t >0,
e a rampa (31):

y(t)=t—T+Te t/T parat>0
conclui-se que:
@ a resposta ao impulso unitario é igual a derivada da resposta ao degrau
unitdrio (A =1);

@ a resposta ao degrau unitdrio (A = 1) é igual a derivada da resposta a
rampa unitaria.
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Sistemas de 27 ordem J
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Sistemas de segunda ordem

Considere um sistema de segunda ordem nor-
malizado para ganho unitdrio quando s = 0,
conforme representado na Figura 3.9.

U(s) w2
—

: Y(s
§24+28wp s+w2

—

Figura 3.9 Sistema de segunda ordem.

A fung3o de transferéncia G(s) do sistema da
Figura 3.9 é dada por

_Y() _ wh
G(s) = U ~ F ot (34)

O comportamento dindmico dos sistemas de
segunda ordem é determinado inteiramente
pelos pardmetros £ e w,. O coeficiente w, > 0
é a frequéncia natural ndo amortecida e £ é o
coeficiente de amortecimento.

Os polos s; e sp da fungdo de trans-
feréncia (34) sdo

4€202 — 402
2 (35)

—fwn £ wn/E2 — 1.

Para que o sistema seja estdvel é necessdrio
que os polos s; e sp estejam localizados no
semiplano esquerdo aberto do plano s, isto €,
o coeficiente de amortecimento & > 0 pode
assumir os seguintes valores:

| 2fwnE

@ 0< &< 1: os polos 51 e sp sdo
complexos conjugados e o sistema é
dito subamortecido;

@ ¢ =1: os polos s; e sp sdo reais e
iguais e diz-se que o sistema tem
amortecimento critico;

@ £ > 1: os polos s1 e sy sdo reais e
diferentes e o sistema é
superamortecido ou sobreamortecido.

Se £ = 0, o sistema n3o é estdvel e a resposta
do sistema é oscilatdria, isto €, sem amorteci-
mento.
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Sistema subamortecido: 0 < ¢ <1

Para 0 < £ < 1 os polos do sistema sdo complexos conjugados, ou seja,
51,2 = —Ewn % jwp V1-— 52 = —fwp % jwy, (36)

sendo wy = wpy/1 — &2 > 0 chamada de frequéncia natural amortecida.
Os polos do sistema estdo representados na Figura 3.10.

alm
- Jwa
\w Nota-se na Figura 3.10 que o coe-
BN e ficiente de amortecimento £ é dado
e / por
E=cos(B).  (37)
—Jwd

Figura 3.10 Polos complexos conjugados.
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Resposta ao degrau - Sistema subamortecido: 0 < £ < 1

Quando a entrada do sistema da Figura 3.9 é um degrau unitdrio, isto &,
U(s) = 1/s, tem-se da Equagdo (34) que

w2

(s> + 2§wn,,s +w?)’ (38)

Y(s) = .

Expandindo Y(s), obtém-se

1 s+ 28wy
Y(s) = —
(s) s S2+42fw,s + w2

1 s+ 2w,
s (s+&wn)?+w?

1 B s+ Ewp _ Ewn
s (s+&wn)?+wd  (s+&wn)?+w?

_l o stdwn € wd (39)
s (s—i—{wn)z—i—wg V1—¢2 (s—i—gwn)z—i—wg
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Resposta ao degrau - Sistema subamortecido: 0 < £ < 1

Da tabela de transformadas de Laplace obtém-se a resposta do sistema

y(t) =1 — e ¥nt cos(wyt) — \/%efﬁwntsen(wdt), para t > 0, (40)
ou 1
y(t)=1- e @ntsen(wyt + B), para t > 0. (41)

Vi-e

[

Na Figura 3.11 é apresentado o grafico da res-

posta ao degrau para £ = 0,3.

Analisando-se o gréfico da Figura 3.11 pode-

se perceber que a resposta y(t) é uma os- )
cilagdo amortecida com frequéncia wy e as
envoltérias da oscilagdo sdo exponenciais com
constante de tempo T = 1/Ewh.

Nota-se também que o valor estacionario da

saida é y(co) = 1, ou seja, a saida tende a
seguir a entrada u(t). 0

Figura 3.11 Resposta ao degrau para § = 0,3.
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Resposta ao degrau - Sistema oscilatério: £ =0

Quando o coeficiente de amortecimento é
nulo, os polos do sistema (34) sdo complexos
conjugados (s1 = jwn, 2 = —jwn) e estdo
localizados sobre o eixo imagindrio, conforme
representado na Figura 3.12.

Im

JWn

Figura 3.12 Polos complexos conjugados sobre o eixo imaginério.

Fazendo & = 0 na Equagdo (38), a transfor-
mada de Laplace da saida Y'(s) resulta

w?2 1
Y(s) = 1 =—-— 42
(®) s(s24+w?) s s24 w2 (42)
Logo,
y(t) =1 — cos(wnt) para t > 0. (43)

O gréfico da resposta ao degrau é apresentado
na Figura 3.13.

Analisando-se este grafico pode-se perce-
ber que a resposta y(t) ndo tem amorteci-
mento, ou seja, é uma oscilagdo senoidal com
frequéncia natural wp,.

Dai a denomina¢do de w, ser chamada de
frequéncia natural n3o amortecida. Nesse
caso pode-se dizer que o transitério ndo de-
cai ou que sé existe resposta permanente.

2

6m

wpt

Figura 3.13 Resposta ao degrau para £ = 0.
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Resposta ao degrau - Sistema criticamente amortecido: ¢ =1

Quando ¢ =1, (34) resulta

Na Figura 3.15 é apresentado o grafico da res-

posta ao degrau para £ = 1.
U(s) s2+2wps+w2  (s+wn)? !
09
Nesse caso had 2 polos reais negativos e iguais
a —wp, conforme Figura 3.14.
y(t)
Polo Im
duplo
l > 0,1 ;
W, 0 Re 0 4 . =
0,53 3895 6 7 8 9 10
wnt
Figura 3.15 Resposta ao degrau para & = 1.

Figura 3.14 Polo duplo em —w,,.

Analisando-se o grafico da Figura 3.15 pode-
se perceber que o valor estaciondrio da saida
é y(o0) = 1, ou seja, a saida tende a seguir
Y(s) = wp _1 1 wa ~ aentrada u(t). O tempo de subida de 10% a
s(s + wn)? s s4wn (s+wn)? 90% do valor final pode ser calculado nume-
ricamente e vale, aproximadamente,

Fazendo U(s) = 1 na Equagio (44), obtém-se

s

Logo,

¢ . . 3,89—-053 _ 3,36
y(t) =1—e ¥t —w,te”¥n , parat > 0. ttE —= . (46)
(45) Wn Wn 35 /67



Resposta ao degrau - Sistema com super amortecido: £ > 1

Para £ > 1 os polos do sistema s3o reais e
diferentes, ou seja:

s1,2 = —&wn £ wnV/ £ —1.

Os polos est3o representados na Figura 3.16.

I Im

Gl VETT) —wnle - VE D) |o Re

Figura 3.16 Polos reais e diferentes.
Quando a entrada do sistema da Figura 3.9 é

um degrau unitdrio, isto é, U(s) = 1/s, tem-
se da Equagdo (34) que

w? w?
Y(s) = n = n
s(s2 4+ 26wns +w2)  s(s—s1)(s — s2)
. 1 Wn 1
s 251/ —1(s—s1)

w

n 1
- 25/62 -1 (s — =)

(47)

Logo, para t >0
w w

1_ n n
2511/E2 — 1 +252\/g271
(48)

Na Figura 3.17 é apresentada uma com-
paragdo entre os graficos da resposta ao de-
grauparaé =2e =1.

esl t esz t .

0 5 10 15

Figura 3.17 Resposta ao degrau para € =2 ¢ & = 1.

Analisando-se os graficos da Figura 3.17 pode-
se perceber que a resposta ao degrau de um
sistema superamortecido (£ > 1) é mais lenta
que a resposta de um sistema com amorteci-

mento critico (£ = 1). -



Resposta ao degrau para sistemas de 27 ordem

Na Figura 3.18 s3o apresentados os graficos da resposta ao degrau de y(t) em
fungdo de w,t para diversos valores do coeficiente de amortecimento £&. Conforme
se pode perceber, as respostas dos sistemas subamortecidos (¢ < 1) cruzam o valor

final mais rapidamente que as respostas dos sistemas com amortecimento critico
(¢ = 1) e superamortecidos (£ > 1).

Figura 3.18 Gréficos de y(t) em fungao de wy,t.
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Caracteristicas das respostas transitorias |
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Caracteristicas das respostas transitorias

@ Em muitos casos as caracteristicas de desempenho desejadas nos sis-
temas, especialmente nos sistemas de controle a realimentagdo, sao
resumidas em termos de alguns poucos indicadores que sdo medidos
nas respostas.

@ Esses indicadores sdo empregados como especificacdes de projeto de
sistemas de controle, e sé tém sentido no caso de sistemas estaveis.

@ As respostas ao degrau tém importancia porque na pratica podem ser
facilmente medidas, bastando para isso modificar o patamar das entra-
das e registrar as saidas.

o E bom lembrar que as respostas transitérias dependem das condicoes
iniciais e podem ser perturbadas por ruidos, que sdo comuns nos am-
bientes industriais. Por isso costuma-se repetir as medidas buscando
partir de uma condigdo inicial padrdo (de preferéncia o repouso, isto é,
a saida e todas as suas derivadas nulas) e depois estimar a média das
medidas.
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Caracteristicas das respostas transitérias

Na Figura 3.20 estdo indicados os principais
parametros utilizados na engenharia como me-
didas de desempenho de sistemas subamorte-
cidos. Esses pardmetros e seus nomes inter-
nacionais sdo os seguintes:
@ ty: tempo de atraso (delay time);
@ t,: tempo de subida (rise time);
@ t,: tempo de pico (peak time);
@ t;: tempo de acomodagio (settling
time);
@ M),: sobressinal maximo (overshoot ou
maximum peak).
No caso de sistemas com amortecimento
critico e sistemas superamortecidos apenas o
tempo de atraso e o tempo de subida sdo
considerados como medidas de desempenho,
pois nestes sistemas ndo ha sobressinal. Para
sistemas de ordem elevada esses parametros
também podem ser adotados.

y(o0) — ¢

0,5y(0)

0 gt t5% OU Ly t

Figura 3.20 Parametros para medidas de desempenho de sistemas subamortecidos



Tempo de atraso ty

O tempo de atraso ty é o tempo necessdrio para a resposta ao degrau
alcancgar pela primeira vez a metade do valor final, isto é, 0,5y(o0).
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Tempo de subida t,

@ Para sistemas com amortecimento critico ou sistemas superamortecidos o
tempo de subida t, normalmente é definido como o tempo necessério para a
resposta ao degrau ir de 10% a 90% do seu valor.

@ Para sistemas subamortecido define-se o tempo de subida t, como o primeiro
instante em que a resposta ao degrau alcanca 100% do seu valor final.

@ Da resposta ao degrau (41) para sistemas subamortecidos de segunda ordem

tem-se que
1
y(tr)=1=1- \/ﬁe_gw"trsen(wdtr + B), (49)
ou seja,
sen(wqt, + 8) =0, (50)
com
Portanto, 3
T —
t, = 2
o (52)
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Tempo de pico t,

O tempo de pico t, é o tempo necessario para a resposta ao degrau alcangar o primeiro pico de
sobressinal, que somente ocorre em sistemas subamortecidos. No instante de pico a derivada da
resposta ao degrau é nula. Para sistemas de segunda ordem tem-se da Equagdo (41) que

POl 0= & (csen(oty + B) —wocosluato + ) (53)
=0= —— (Ewnsen(w — wy cos(w,
dt t=t, @ e J 9
ou
Ewnsen(wgtp + B) — wq cos(wgtp + B) = 0. (54)
Da Figura 3.10, wg = wpsen(B) e £ = cos(B):
wnsen(wqtp + B) cos(B) aIm
— wp cos(wytp + B)sen(B) =0 (55) Jjwa
h \Wn
COMO sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a): \\
BN\ Re
wnsen(wgtp + B — B) = 0. (56) —Ewy, A g
Logo, S/
sen(watp) = 0; (57) g —jwd

Portanto, o primeiro pico ocorre em wyty, = T,

ou seja, - Figura 3.10 Polos complexos conjugados.
tp = —. (58)
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Sobressinal méximo: M,

Como t, = =,
P = g

O sobressinal maximo é definido como a dife- 1
renga percentual entre o pico e o valor final M, =

—=——efn"/“sen(B).  (63)

e sen(B).

da resposta ao degrau V1-¢2
o Y(tp) —y(o0) o Da Figura 3.10 tem-se que sen(8) = wy/wp €

Mp(%) = y(00) 100%. (59) wy = wpy/1 — &2, Portanto,

P.ara sistemas de segurjda ordem subamorte- Mp(%) = e €7/V 1-£2100%. (64)
cidos tem-se da Equag&o (41) que

Note que o sobressinal é fung¢do exclusiva do
y(tp)=1— #eff‘”"tﬂ’sen(udtp + ) coeficiente de amortecimento . A Figura 3.21
V1-¢€2 é muito Gtil para estimar £ a partir da medida
(60) do sobressinal M.
e

y(oo) = 1. (61)

90+

Logo, ol

1

R S
MP - \/@e psen(Wdtp + B) 20
(62) 0}

ol e -
001 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3.21 Sobressinal M,,(%) em fungio de 45 / 67



Tempo de acomodacao: t;

O tempo de acomodagdo é o tempo necessario
para que a resposta ao degrau passe a perma-
necer dentro de uma faixa de tolerdncia de
+e em torno do valor final (£5% ou +2% de
y(c0), ver Figura 3.20).

Para o sistema de segunda ordem subamorte-
cido da Figura 3.11 a constante de tempo das
envoltérias é T = 1/&wp.

Assim, o tempo de acomodacg3o ts, para o qual
os valores da resposta permanecem dentro de
uma faixa de £5% em torno do valor final,
ocorre em:

e SwWnts £ 0,05 = Ewnts = 3 (65)

ou

te & —. (66)

Ewn

Analogamente, para uma faixa de +2% em
torno do valor final tem-se que

e~8wWnts £ 0,02 = Ewnts = 4 (67)

ou

(68)

Portanto, utilizando o critério de 5%, o
tempo de acomodacgdo ts = 3T, ja pelo
critério de 2%, ts = 4T.

Note que, dado o coeficiente de amor-
tecimento £, o tempo de acomodagio
(ts) € inversamente proporcional a
frequéncia natural ndo amortecida wp
do sistema. Como o valor de £ é nor-
malmente determinado pelo sobressinal
maximo M), requerido ou permitido, o
tempo de acomodacdo é determinado
pela frequéncia natural ndo amortecida
wh.

Na préatica da engenharia normalmente
deseja-se atender a duas exigéncias con-
flitantes: resposta transitéria rapida e
resposta bem amortecida, isto é, sem
sobressinal.
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Exercicio

1. Aplicando-se um degrau unitdrio na entrada r(t) do

sistema da Figura 3.30, calcule:

r(t) +< ) 16 y()
s(s+4)

o tempo de subida,

o tempo de pico,

o sobressinal maximo e

o tempo de acomodag3o pelos critérios de
5% e 2%.

Figura 3.30 Sistema de segunda ordem.
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Sistemas com mais de dois polos J
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Sistemas com mais de dois polos

Considere um sistema de terceira ordem subamortecido
(0 < € < 1) com dois polos complexos conjugados em

s1,2 = —§wp £ wpV/ €2 — 1 e com um terceiro polo no A Equacio (70) também pode ser escrita como
eixo real em s3 = —p < 0. Suponha que a fungio de
transferéncia deste sistema seja dada por 1 s+ Ewn
Y(s)=-+a——""T-—"— (71)
N s s2 4 2€wps + w2
6(s) = Y(s) _ WhP (69)
U(s) (54 p)(s? + 2€wns + w?) 4 [ bz 3wn “d L
wy (s +26wps +w2)  s+p
Aplicando-se um degrau unitério na entrada U(s), obtém-se 1 s+ Ewp 72)
=" 4+a— >
, s (s + &wn)? + w3
wnp
Y(s) = n b — awp wy c
2 2 + +—
s(s + p)(s? + 28wps + w2) g (5t con)? +w§ stp
1 as+ b c
ol (70) (3)

s 24 2wps+w?  s+p
No dominio do tempo tem-se que

com
o 26wpp — p° .
P2 + w2 — 26wpp’ y(t) =1+ ce™ P
2.2 2 2 _ b — aw
b= 4 wnp = 28wnp “nP e Swnt <acos(wdt) + <¥> sen(wdt)> ,t>0.
P2 + w2 — 2bwpp wg
2 (74)
c= o

p? + w2 — 2€wpp
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Sistemas com mais de dois polos

Analisando a Equag3o (74) verifica-se que quando
o polo real em s = —p estd bem mais a esquerda
dos polos complexos conjugados no plano s, isto é,
para p >> £wp, a exponencial devida ao polo real
tenderd a zero muito mais rapidamente que a expo-
nencial devida aos polos complexos.

Desse modo o polo real em s = —p terd pouca
influéncia na resposta, e a mesma sera devida quase
exclusivamente aos polos complexos conjugados, que
sdo chamados de polos dominantes.

Logo, para p >> &wp, as respostas dos siste-
mas de terceira ordem sdo préximas das respos-
tas dos sistemas de segunda ordem subamortecidos
0<é<).

Nesse caso, as férmulas do sobressinal, tempo de su-
bida, tempo de pico, tempo de acomodacio, etc., de-
duzidas para os sistemas de segunda ordem, também
podem ser empregadas para os polos dominantes de
um sistema de terceira ordem.

@ De fato, quando o polo real em s = —p estd bem

mais a esquerda dos polos complexos, isto é, para
p tendendo a infinito, tem-se que a = —1, b =
—2€wp e ¢ = 0. Com isso, a saida Y(s) resulta

1 s+ 28wy,
YO = T Fistes i a2
s 52 + 28wps + wp
2
w
=—0 (75)

5(s2 + 26wns + w2)’

que corresponde a saida de um sistema de segunda
ordem com entrada degrau unitario.

Porém, se o polo real em s = —p estiver perto dos
polos complexos este também afetard a resposta do
sistema. Nesse caso o comportamento do sistema
de terceira ordem n3o serd o préximo do sistema de
segunda ordem.

Na prética, os comportamentos dos sistemas de se-
gunda e terceira ordens sdo aceitos como préximos
quando o polo real estiver localizado pelo menos
cinco constantes de tempo mais a esquerda dos po-
los complexos conjugados dominantes, isto é, para
p > 58wn.

A anilise efetuada aqui para sistemas de terceira or-
dem também pode ser estendida para sistemas com
mais de trés polos sem a existéncia de zeros.
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Exemplo 3.4

Considere os sistemas com as seguintes fun¢des de transferéncia:

o) 25 o) 75

S)= o, )=

! s2 +28s+25 2 (s+3)(s2 + 2,85 + 25)
175 500

G5(s) NG P —

T (s+7)(s2 +28s+ 25 (s + 20)(s2 + 2,85 + 25)

@ O sistema Gj(s) é de segunda ordem, com coeficiente de amortecimento £ = 0,28 e frequéncia natural w, = 5. Logo,
a parte real dos polos complexos conjugados é —fw, = —1,4.

@ Osssistemas Gy(s), G3(s) e Gy(s) sdo de terceira ordem com polo real em s = —3, s = —7 e s = —20, respectivamente.

Aplicando um degrau unitdrio na entrada de cada um desses sistemas e calculando a transformada inversa, obtém-se a resposta
temporal. A resposta y;(t) é dada pela Equacdo (40), e as respostas ys(t), y3(t) e ya(t) podem ser calculadas por (74):

—1,4t

yi(t)=1—e [cos(4,8t) + 0,2917sen(4,8t)] ; (76)
ya(t) = 1 — e~ 14t [0,0234 cos(4,8t) + 0,6172sen(4,8t)] — 0,9766e ~>';
(17)
y(t)=1— e L4t [0,5404 cos(4,8t) + 0,8278sen(4,8t)] — 0,4596e ¢
(78)
va(t)y =1—e 1%

[0,9322 cos(4,8t) + 0,5542sen(4,8t)] — 0,0678e 20,
(79)

Note que a resposta y4(t) é a que estd mais préxima da resposta yj(t) do
sistema de segunda ordem, pois o sistema Gs(s) possui um polo real em
s = —20, que é o mais distante dos polos complexos conjugados dominantes

Figura 3.22 Respostas ao degrau unitério dos sistemas Gy (s), Ga(s), Ga(s) ¢ Gi(s).



Sistemas com zeros ]
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Sistemas com zeros

Considere um sistema de segunda ordem subamortecido (0 <
£ < 1) com dois polos complexos conjugados e um zero
no eixo real em s = —1/T. Suponha que a fungdo de
transferéncia deste sistema seja dada por

_Y(s) w3 (Ts +1)
TSR T S

Aplicando-se um degrau unitério na entrada U(s), obtém-se

W2 (Ts +1)

Y = s(s2 + 28wps + w2)

1 5+2§wn7w§T

== ——. 81
s 24 2Lwps + w? 1)
A Equagio (81) também pode ser escrita como
1 s+ Ew
Y(s) = - — %
s (s+&wn)? 4w}
2
wp —wi T w
I e e . (82
wd (s + &wn)? + w?

No dominio do tempo tem-se que (para t > 0)

2
y(t) = 1—eSwnt <cos(wdt) + (M> sen(wdt)) s
wd

(83)
Analisando a Equag3o (83) verifica-se que
quando a constante T é “pequena”’, ou seja,
quando o zero realem s = —1/T estd distante
dos polos complexos conjugados no plano s,
tem-se que {wp — w% T = &wn.
Neste caso a resposta transitéria é a mesma
que foi calculada para sistemas de segunda or-
dem subamortecido (Equagdo (40)), ou seja,
o zero terd pouca influéncia na resposta.
Porém, quanto mais préximo o zero estiver
dos polos complexos dominantes maior serd o
seu efeito sobre a resposta transitdria.
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Exemplo 3.5

Considere os sistemas com as seguintes fun¢des de transferéncia:

Gits) 25
s )= ——
! 2 +2,85 425"
25(0,05s + 1)
Gs)=5—1 >
s 42,85+ 25

25(0,5s + 1)
Gos) = 5,
54 +2,85+25
25(—0,55 + 1)
Gy(s) = - e o
s¢+2,85+25

@ O sistema Gj(s) é de segunda ordem, com coeficiente de amortecimento & = 0,28 e frequéncia natural w, = 5, de modo

que a parte real dos polos complexos conjugados é —&w, = —1,4.
s sistemas Gy(s), G3(s) e G4(s) possuem um zero real em s = —2, s = —20 e s = +2, respectivamente.
@ Ossi G G G, I 2 20 2 i
Aplicando um degrau unitdrio na entrada de cada um desses sistemas e calculando a transformada inversa obtém-se as respostas
temporais
yi(t) =1 — e~ 1*[cos(4,8t) + 0,2917sen(4,8t)];  (84)
25
ya(t) =1 — e~ 1*[cos(4,8t) — 2,3125sen(4,8t)];  (85)
y3(t) = *1“kmm,g+opm3mm3wk (86)
ya(t) =1 — e~ 1*[cos(4,8t) + 2,8958sen(4,8t)];  (87)

Os graficos de y1(t), y2(t), y3(t) e ya(t) sdo apresentados na
Figura 3.23. Note que a resposta y3(t) é a que est4 mais préxima
da resposta y; (t) do sistema de segunda ordem, pois G3(s) possui
um zero real em s = —20, que é o mais distante dos polos
complexos conjugados dominantes.

Um resultado interessante pode ser observado quando o zero esta
localizado no semiplano direito do plano s, que é o caso do sis-
tema Gy (s), cujo zero se localiza em s = +2. Neste caso a saida
y4(t) se direciona nos instantes iniciais em sentido contrario ao
seu valor estaciondrio. Os sistemas que apresentam tal carac-
teristica sdo chamados de sistemas de fase ndo minima.

— n)
v2(t)
us(t)
0}

=15
0 0.5 1 1.5 2 2,5

t

Figura 3.23 Respostas ao degrau unitario dos sistemas G'(s), Ga(s), Gs(s) e Gy(s).
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Sistemas com atraso puro ou atraso por transporte |
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Sistemas com atraso puro ou atraso por transporte

@ O atraso puro ou atraso por transporte (time de-
lay) é um fendmeno muito frequente em sistemas
com escoamento de fluidos. Tempo morto e retardo
velocidade-distancia também constituem sinénimos
usuais.

@ Considere, por exemplo, o sistema da Figura 3.24,
no qual um liquido escoa a uma vaz&do volumétrica
g constante através de um tubo isolado com sec¢do
reta uniforme de drea A e comprimento L. A den-
sidade e a capacidade calorifica do liquido sdo cons-
tantes e a parede do tubo é um isolante térmico.

@ No estado inicial o sistema estd em regime esta-
ciondrio e a temperatura de entrada € igual a tem-
peratura de saida, ou seja, 0¢(0) = 65(0).

@ Deseja-se obter a fungdo de transferéncia que relaci-
ona a temperatura de entrada 0¢(t) com a tempe-
ratura de saida 65(t) do fluido. Dadas as hipdteses
enunciadas, especialmente a de ndo haver perdas de
calor para as paredes do tubo, uma perturbagio de
temperatura na entrada é percebida sem atenuagdo
na saida depois de « segundos, que é o tempo ne-
cessdrio para as particulas do fluido percorrerem o
tubo.

0.(t)

— 0

L

Figura 3.24 Escoamento de um liquido numa tubulagao.

Esse tempo é dado por

a=—. (88)

Na Figura 3.25 s3o apresentadas as respostas temporais da
temperatura de entrada 6(t) e saida 6s(t). Note que o
fendmeno independe de como a temperatura 0¢(t) evolui.

0,(t)

0 a t

Figura 3.25 Respostas temporais das temperaturas de entrada e saida numa tubulagdo.

Pelo gréfico da Figura 3.25 percebe-se que a temperatura de
saida possui um atraso de tempo a com relagdo a tempera-
tura de entrada, ou seja,

0s(t) = Oe(t — ). (89)

Aplicando-se a transformada de Laplace e a propriedade de
translagdo no tempo na Equagéo (89), obtém-se
0u(t) = e~ 0c(s). (90)

Portanto, a fung¢do de transferéncia de um atraso puro ou
retardo é dada por

6(s) Os(s)

= o.) =e %, (91)
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Resposta dos sistemas de controle por
realimentacao
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Resposta dos sistemas de cont

ole por realimentacao

Num sistema de controle por realimentagdo, além do sinal de
referéncia R(s) é importante considerar o sinal de perturbacdo
P(s), conforme representado na Figura 3.26.

.
R(s) + E(s Yis

H(s)
[

Fig:

a 3.26 Diagrama de blocos de um sistema com realimentagio.

Na Figura 3.26 est3o representadas as seguintes variaveis:
@ G.(s): controlador;

Gi(s) e Gy(s): plantas ou processos controlados;

H(s):

R(s):

Y(s

P(s):

E(s): erro entre a referéncia e a saida do transdutor
de medida.

transdutor de medida;

referéncia;

: saida controlada;

perturbag¢3o;

Do sistema da Figura 3.26 tem-se que
E(s) = R(s) — H(s)Y(s),

Y(s) = Ge(s)Gi(s)E(s) + Ga(s)P(s)-

(92)
(93)

Substituindo (92) em (93) e rearranjando os termos, obtém-se
uma importante expressdo geral para a transformada de Laplace
da varidvel controlada Y(s), dada por

Ga(s)

Ge(s)G:
ew R )G OHE)

) = G G HE)

P(s).
94)

No diagrama em blocos da Figura 3.26 a funcdo de transferéncia
de malha aberta Gma(s) é definida como a funcdo de trans-
feréncia que se encontra em cascata, ao percorrer a malha de
realimentacdo, excetuando-se o somador, ou seja,

Gma(s) = Ge(s)G1(s)H(s). (95)

Note que na expressdo (94) a varidvel Y(s) tem duas parcelas:

@ A primeira ¢ igual ao sinal R(s) multiplicado por uma
fragdo cujo numerador é o produto das fun¢des de trans-
feréncia encontradas pelo sinal, quando este percorre a
malha de R(s) até Y(s), e cujo denominador € a unidade
mais a fung¢do de transferéncia de malha aberta.

@ A segunda parcela é igual ao sinal P(s) multiplicado por
uma fragdo cujo numerador é a func¢do de transferéncia
encontrada pelo sinal, quando este percorre a malha de
P(s) até Y(s), e cujo denominador é igual ao da primeira
parcela.

A transformada de Laplace inversa da expressdo (94) permite

obter a resposta do sistema quando determinados sinais sdo apli-
cados nas entradas de referéncia e de perturbacdo.
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Erro estacionario ou permanente J
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@ Em um sistema de controle dindmico

também é muito comum e operacional-
mente significativa a especificagdo de
seu desempenho por meio do erro esta-
ciondrio ou erro em regime permanente,
quando est3o presentes certos tipos de
sinal de referéncia ou de perturbagio
pela carga.

Quando o sinal de entrada é o degrau
e o erro atuante é expresso como uma
fragdo em porcentagem da amplitude
do degrau, entdo o erro estaciondrio é
denominado astatismo.

Substituindo a Equag¢do (93) na
Equagdo (92) e rearranjando os
termos, obtém-se uma expressido para a
transformada de Laplace do erro E(s)
dada por

1
Ee) =17 Ge(5)Gi(s)H(s) R(s)

T 1+ Ge(s)Gi(s)H(s)

Erro estaciondrio ou permanente

A expressdo (96) também pode ser escrita em
termos da func3o de transferéncia de malha
aberta (95), ou seja,

Ga(s)H(s)
1+ Gma(s)

R(s) — P(s).

(97)

@ A seguir s3o obtidas expressdes para o
erro estaciondrio, quando sinais de re-
feréncia e de perturbag3o sio aplicados
na entrada do sistema.

EO) = 15 6m®)

@ Os tipos de sinais de referéncia e de per-
turbagdo mais importantes sdo o degrau
e a rampa.

E importante ressaltar que o sinal E(s) repre-
senta o erro entre o sinal de referéncia R(s)
e a saida controlada Y/(s) apenas quando a
realimentac3o € unitdria, ou seja, H(s) = 1.
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Degrau na referéncia e perturbacao nula

Se o sistema for estdvel, isto é, se os polos
de malha fechada estiverem localizados no se-
miplano esquerdo aberto do plano s, entdo o
erro estaciondrio e(co) pode ser calculado por
meio do teorema do valor final.

Supondo que um degrau de amplitude A é
aplicado na referéncia (R(s) = A/s) e que
a perturbagdo é nula, ent3o, aplicando o teo-
rema do valor final na expressdo (97), obtém-
se

e(o0) = tl;n;o e(t) = in_)m0 sE(s)
. 1 A
fimys (1 n Gma(s)) s

lim ———.
50 1+ Gma(s)

(98)

Genericamente, a fun¢do de transferéncia de
malha aberta Gma(s) pode ser escrita como

K(ris+1)(m2s+1) - (Tms + 1)

eme(S) = (Trs s (Tas +1) - (Tas + 1)’
(99)

sendo K um ganho, 7; (i = 1,...,m) e T;

(j=1,...,n) constantes de tempo e L indica

a quantidade de integradores ou polos na ori-
gem de Gma(s).

Usualmente um sistema é chamado de tipo
(0,1,2,...) de acordo com a sua quantidade
(L=0,1,2,...) de polos na origem.
Substituindo (99) em (98), obtém-se

A
1+ K
0 se

e(o0) = ’ (100)

L>1.
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Rampa na referéncia e perturbacdo nula

Supondo que uma rampa r(t) = At é apli- Portanto,
cada na referéncia (R(s) = A/s?) e que a
s M oo se L=0,
perturbagdo é nula, entdo, pelo teorema do
i - A
valor final, tem-se que e(c0) = R se L=1, (103)
e(o0) = tlj‘go e(t) = slinosE(s) 0 se L>2
. 1 A . .
=lims| ———— - (101) Na Tabela 3.3 estdo resumidos os erros esta-
520 \1+4 Gma(s)/ s ciondrios para sistemas tipo 0, 1 e 2 (L = 0,
. 1 e 2) para degrau e rampa na referéncia com
= lim ———. ~
s—0 5(1 + Gma(s)) perturbacdo nula.
Da expressio (99) tem-se que Tabela 3.3 Erros estaciondrios para sistemas
tipo 0, 1 e 2 com perturbagio nula
A Sistema tipo L | Degrau | Rampa
=1 A
e(00) = lim, (K(r1s+1)(rzs+1)<~-(fms+1) > 0 TiK o0
SEH(Ts 1) (Tost1)(Tos+1) 1 0 £
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Perturbacao em degrau e referéncia nula

Supondo que a perturba¢do P(s) é um degrau de
amplitude A e que a referéncia é nula, ent3o, apli-
cando o teorema do valor final na express3o (97),
obtém-se

e(0) tlngo e(t) = sliLnosE(s)

(—GQ(S)H(S))
1+ Gma(s)
- —AGy(s)H(s)

s—0 14 Gma(S)

A

= lims 5 (104)

s—0

A func3o de transferéncia Gy(s)H(s) pode ser
escrita, genericamente, como

Kp(ars + 1)(aos + 1) - -+ (aps + 1)
sM(B1s +1)(Bas 4+ 1)+ (Bgs + 1)’
(105)

sendo K, um ganho, o (i=1,...,p) e 3 (j =
1,...,q) constantes de tempo e M > L indica a
quantidade de integradores ou polos na origem
de Ga(s)H(s).

Ga(s)H(s) =

Substituindo (99) e (105) em (104), obtém-se
—AKp(a1s+1)(aps+1)---(aps+1)
sM(B15+1)(B2s+1)-++(Bgs+1)

e(c0) = Jim 14 KCas i) (st (rpst)
sL(Tys+1)(Tas+1)---(Tps+1)
_AK,
= lim —s .
50 1 4+ SKL
(106)
Portanto, m
. —AKps——
e(oc0) = Slil:lo O K (107)

Na Tabela 3.4 sao apresentados alguns erros
estaciondrios para perturbagdo em degrau e
referéncia nula.

Tabela 3.4 Erros estaciondrios para perturbacdo em degrau
e referéncia nula
M e(o0)
—ARp
1+K
0
_ AKP
K
0
0
—AK,
K

[SRENIENI N N

N [=ol+ |o| o
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Perturbacdo em rampa e referéncia nula

Supondo que a perturbacdo é uma rampa

(p(t) = At = P(s) = A/s?) e que a re-

feréncia é nula, ent3o, aplicando o teorema Portanto,
do valor final na expressgo (97), obtém-se

(00) = lim —AKes 2 (110)
. . e(oc0) = lim
(o) = im () = lim sE(s) lim — K
= lims (M) A 108 Na Tabela 3.5 sdo apresentados alguns erros
s—0 14 Gma(s) / s? (108) estacionarios para perturbagdo em rampa e re-
—AGy(s)H(s) feréncia nula.
= lim ——————=.
50 s(1 4 Gmal(s
( ms(9)) Tabela 3.5 Erros estacionarios para
Substituindo (99) e (105) em (108), obtém-se ~ Perturbagao o r:ﬂmpae‘(eo;e)ferenc'a nula
0 0 AK)p
_ AKp(aist+1)(ags+l)--(aps+l) K-
e(0) = lim SM(Br5t1)(Bast 1) (Bgs+1) 110 0
T 550 ( K(r15+1)(1p5+1)-(Tms+1) ) 1 1 ©o
sL(Tys+1)(Tas+1)-++(Tps+1) 2 0 0
= lim ——— = lim ————. 2 2 o
s—=0 ¢ (1 + sﬁt) 50 g (sLS+LK)
(109)
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Resposta ao impulso, degrau e rampa de um sistema

estavel

Suponha que
_ N(s)
~ D(s)

H(s)

é a fun¢3o de transferéncia de malha-fechada de um sistema estével (todos polos com parte real
negativa). Ent3o, a resposta em regime para as entradas impulso, degrau e rampa é respectiva-
mente dada por:

Impulso:
Y(s) = H(s) = lim h(t) = lim sH(s) =0
t— oo s—0
Degrau:
1 N
Y(s) = H(s)= = 24 1(s) = y(t) = a + transitério, a = H(0)
s s D(s)
Rampa:
1 b N
Y(s) = H(s) > = 4 + =+ 1(s) = y(t) = at + b + transitdrio,
2 s2 s D(s)

a=H(0) e b= H(0).
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Exercicio

1. Determine a resposta em regime permanente do sistema em malha-aberta e malha-fechada
com k =1 e fungdo de transferéncia BIBO estdvel

i g com H(s) = >
\/4“)—' H(s) 3455245545
1 s entradas

a) Degrau unitério;

=K b) Rampa.
Solugdo (Malha-aberta): Solugdo (Malha-fechada):
a)
b) a)
b)
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