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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Resolugao de Equacgoes Diferenciais por Transformada de Laplace

Equagdes diferenciais lineares a coeficientes constantes podem ser resolvidas, para
t > 0, pela transformada de Laplace. Na verdade, pela chamada transformada
unilateral de Laplace.

Exemplo 1.1 (Primeira ordem)

Considere a equacgdo diferencial

y+y=0, y(0)=1
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Resolugao de Equacgoes Diferenciais por Transformada de Laplace

Equagdes diferenciais lineares a coeficientes constantes podem ser resolvidas, para
t > 0, pela transformada de Laplace. Na verdade, pela chamada transformada
unilateral de Laplace.

Exemplo 1.1 (Primeira ordem)

Considere a equacgdo diferencial

y+y=0, y(0)=1

Portanto

Yot = y(t) = y(0)exp(—t) = exp(~t)
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Resolugao de Equacgoes Diferenciais por Transformada de Laplace

Equagdes diferenciais lineares a coeficientes constantes podem ser resolvidas, para
t > 0, pela transformada de Laplace. Na verdade, pela chamada transformada
unilateral de Laplace.

Exemplo 1.1 (Primeira ordem)

Considere a equacgdo diferencial

y+y=0, y(0)=1

Portanto

Yot = y(t) = y(0)exp(—t) = exp(~t)

Note que a transformada de Laplace de y(t) n3o é finita para nenhum s e, portanto, a
transformada de Laplace n3o seria um instrumento util para a resolucdo de equagdes
diferenciais, mesmo as muito simples.
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Resolugao de Equacgoes Diferenciais por Transformada de Laplace

Essa dificuldade pode ser superada considerando-se que apenas os valores de y(t)
para t > 0 sdo de interesse, uma vez que a condi¢do inicial é conhecida.

A fungio

y(t) =exp(—t)u(t)

Resolug¢do de Equagdes Diferenciais por Laplace EA616U



Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Resolugao de Equacgoes Diferenciais por Transformada de Laplace

Essa dificuldade pode ser superada considerando-se que apenas os valores de y(t)
para t > 0 sdo de interesse, uma vez que a condi¢do inicial é conhecida.

A fungio

y(t) =exp(—t)u(t)

tem transformada de Laplace e coincide com a solugdo para t > 0.
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Resolugao de Equacgoes Diferenciais por Transformada de Laplace

Essa dificuldade pode ser superada considerando-se que apenas os valores de y(t)
para t > 0 sdo de interesse, uma vez que a condi¢do inicial é conhecida.

A fungio

y(t) =exp(—t)u(t)
tem transformada de Laplace e coincide com a solugdo para t > 0.

Considere a classe de sinais a direita do zero, isto é, x(t) tais que x(t) =0, t <0,
podendo ou n3o apresentar descontinuidade em t = 0. Por exemplo, os sinais d(t),
u(t) e exp(—t)u(t) pertencem a esta classe de sinais.

Em sinais continuos, x(07) = x(0) = x(0T) e em sinais descontinuos,

x(07) = x(0) # x(07T).

Por simplicidade, o limite a esquerda x(0~) serd denotado x(0), e o limite a direita
por x(07T).
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Descontinuidade finita

Exemplo 1.2 (Descontinuidade finita)

x1(t) = exp(=t)u(t) , x1(0)=0
Em t =0, xi(t) tem descontinuidade finita, pois x3(07) = 1.

A fungio

()= [ xa(B)d = (1-ew(-1)u(t)

é continua e pertence a classe de fungdes a direita.

J1(t) = exp(— t)u(t) + (1 — exp(~£)) 8(t) = exp(—)u(t) = xa ()
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Descontinuidade infinita

Exemplo 1.3 (Descontinuidade infinita)

xo(t) =exp(—t)u(t)+30(t) , x2(0)=0

Em t =0, x2(t) tem descontinuidade infinita.
A fungio

ra(t)= [ x(B)dB = (4-ew(-1))u(t)

n3o é continua, pois y»(0) =0 e y»(0") = 3 (descontinuidade finita). Também
pertence a classe de fungdes a direita.

Ja(t) = exp(—t)u(t) + (4 — exp(~1)) 8(t) = exp(—t)u(t) +35(¢) = xa(t)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Transformada unilateral de Laplace

Definicao 1 (Transformada unilateral de Laplace)
Para a classe de fungdes a direita do zero, a transformada de Laplace é dada por
+o0 +o0
Lx(t)} = / x(£) exp(—st)dt = / x(£) exp(—st)dt
— o0 0

e é denominada transformada unilateral de Laplace.

Resolug¢do de Equagdes Diferenciais por Laplace EA616U 6/45



Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Transformada unilateral de Laplace

Definicao 1 (Transformada unilateral de Laplace)

Para a classe de fungdes a direita do zero, a transformada de Laplace é dada por
+o0 +o0
Lx(t)} = / x(£) exp(—st)dt = / x(£) exp(—st)dt
— o0 0

e é denominada transformada unilateral de Laplace.

Note que

Zuni{d(t)} = Zpi{d(1)} =1

para as transformadas bilateral e unilateral, pois a integral que define a transformada
unilateral de Laplace inicia-se em 0 =0".
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Transformada unilateral de Laplace

Definicao 1 (Transformada unilateral de Laplace)
Para a classe de fungdes a direita do zero, a transformada de Laplace é dada por
+o0 +o0
Lx(t)} = / x(£) exp(—st)dt = / x(£) exp(—st)dt
— o0 0

e é denominada transformada unilateral de Laplace.

Note que

Zuni{d(t)} = Zpi{d(1)} =1

para as transformadas bilateral e unilateral, pois a integral que define a transformada
unilateral de Laplace inicia-se em 0 =0".

Note ainda que
1
Zuni{1} = Lui{u(®)} = _ . Re(s) >0
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Transformada de Laplace da derivada

Propriedade 1 (Transformada de Laplace da derivada)

L{x(t)} = sLx(t)} —x(0) , seQy
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Transformada de Laplace da derivada

Propriedade 1 (Transformada de Laplace da derivada)

L{x(t)} = sLx(t)} —x(0) , seQy

Prova:

ZL{x(t)} = /O+oo %exp(—st)dt = /Oerexp(—st)dx

Integrando por partes:

Z{%} =x(®) eXp(_st)‘zw a /0+oox(t)(—5)exp(—st)dt

Como Z{x(t)} é finita para s € Q, tem-se tlin x(t)exp(—st) =0

o0
Lx(t)) =s /0 x(t) exp(—st)dt —x(0) = sX(s) — x(0)

X(s)
O dominio de Z{x(t)} é no minimo igual a Q.
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Exemplo

Exemplo 1.4
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo

Exemplo 1.4

pois

s2{u(t)} — u(0) = s% —0=1

Note que ©, = Re(s) >0 e Q5 =C, isto é, o dominio da derivada contém o dominio
da fung¢3o.
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo

Exemplo 1.4

pois

s2{u(t)} — u(0) = s% —0=1

Note que ©, = Re(s) >0 e Q5 =C, isto é, o dominio da derivada contém o dominio
da fungdo. Assim,

2E0 :5(1‘)} _
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo

Exemplo 1.4
z{%u(t)za(t)} —1
pois
s Z{u(t)} —u(0) = s% —0=1

Note que ©, = Re(s) >0 e Q5 =C, isto é, o dominio da derivada contém o dominio
da fungdo. Assim,

:5(1‘)} s 5(0)=>s

0(0) = lim &(¢) (limite a esquerda de 0)
£—0"

2{3(t)

pois
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo

Exemplo 1.4
z{%u(t)za(t)} —1
pois
s Z{u(t)} —u(0) = s% —0=1

Note que ©, = Re(s) >0 e Q5 =C, isto é, o dominio da derivada contém o dominio
da fungdo. Assim,

:5(1‘)} s 5(0)=>s

0(0) = lim &(¢) (limite a esquerda de 0)
£—0"

f{i—:&t)}:sm
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pois

Consequentemente




Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Transformada de Laplace das derivadas

Propriedade 2 (Transformada de Laplace das derivadas)

LLx(t)) = s22{x(t)} — sx(0) — x(0)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Transformada de Laplace das derivadas

Propriedade 2 (Transformada de Laplace das derivadas)

LLx(t)) = s22{x(t)} — sx(0) — x(0)

pois

L{x()} = Z{y(t)} = sL{y(t)} —y(0) = sL{x(t)} - x(0)

= 522 {x(t)} — sx(0) — x(0)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Transformada de Laplace das derivadas

Propriedade 2 (Transformada de Laplace das derivadas)

L{x(t)} = s> L{x(t)} — sx(0) — x(0)

pois

2ix(t)} = 2{y(0)} = s:Z{y (1)} — y(0) = s.L{x(t)} — x(0)
= 522 {x(t)} — sx(0) — x(0)

Genericamente:
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Sistema autonomo de primeira ordem

Exemplo 1.5 (Sistema auténomo de primeira ordem)

Resolva a equagdo diferencial

y+ay=0 , y(0)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Sistema autonomo de primeira ordem

Exemplo 1.5 (Sistema auténomo de primeira ordem)

Resolva a equagdo diferencial
y+ay=0, y(0)

Aplicando Laplace, tem-se

y(0)
s+a

sY(s)—y(0)+aY(s)=0 = Y(s)=

cuja transformada inversa é
y(t) = y(0)exp(—at)u(t)

Note que esse exemplo modela um circuito RC auténomo, sendo y(t) a tensdo no
capacitor e a=1/(RC).
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC

Exemplo 1.6 (Resposta ao impulso do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com T = RC, cuja equagdo diferencial é
dada por

RCy+y=x

Figura: Circuito RC.
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC

A resposta ao impulso pressupde condi¢cdes iniciais nulas. Para x(t) = d(t), tem-se
X(s) =1 e, nesse caso, a saida Y(s) é igual a H(s) (fung3o de transferéncia do
circuito).

A func¢do de transferéncia e a resposta ao impulso sdo dados por

1/t

H(s) = ———
(s) s+1/t1

Note que, neste caso, a resposta ao impulso corresponde a solugdo do circuito
autdnomo com a condigdo inicial y(0) =1/1.

= h(t)= %exp(—t/r)u(t)

Por outro lado, qual é a resposta ao impulso supondo que o sinal de saida y(t) seja a
tensdo medida no resistor?
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Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC

A resposta ao impulso pressupde condi¢cdes iniciais nulas. Para x(t) = d(t), tem-se
X(s) =1 e, nesse caso, a saida Y(s) é igual a H(s) (fung3o de transferéncia do
circuito).

A func¢do de transferéncia e a resposta ao impulso sdo dados por

1/t

H(s) = ———
(s) s+1/t1

Note que, neste caso, a resposta ao impulso corresponde a solugdo do circuito
autdnomo com a condigdo inicial y(0) =1/1.

= h(t)= %exp(—t/r)u(t)

Por outro lado, qual é a resposta ao impulso supondo que o sinal de saida y(t) seja a
tensdo medida no resistor?

Nesse caso, a fun¢do de transferéncia da tensdo medida no resistor e a correspondente
resposta ao impulso sdo dadas por

1/t

S
Hr(s) = s+1/T =1- s+1/1

= h(t)=09(t)— %exp(—t/r)u(t)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Valor inicial

Propriedade 3 (Valor inicial)
Para X(s) tal que Qx = {s € C: Re(s) > a} com a real, e x(0") —x(0) finito:
X(0+)— I|m X(t)— lim sX(s)

— 400
Obs.: s — +o deve ser entendido como s = 0+ jw, com W qualquer e 0 — +o.
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Valor inicial

Demonstragio:

$X(s) - x(0) = 2| %} _ /O+°° % exp(—st)dt

0" dx o dx
=/, —texp(—st')dl‘—&—/0+ Eexp(—st)dt

0" dx +o0 dx 4 +o0 dx
sX(s)—x(0) = A EdH—/m T exp(—st)dt = x(0") — x(0) +/0+ T exp(—st)dt

+ dx
Para s — +®, a integral / Eexp(—st)dt vai a zero devido a existéncia da
0+

transformada da derivada. Portanto,

sirprw sX(s) —x(0) = x(0T) —x(0) = SLiTWSX(S) = tl_i)rng x(t)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Valor final

Propriedade 4 (Valor final)

Considere x(t) tal que lim¢—, e x(t) existe (ou seja, € finito), o que implica que X(s)
possui no maximo um polo em s =0 e todos os demais com parte real negativa. Entio

li t) = lim sX
X0 = JyX()
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Valor final

Propriedade 4 (Valor final)

Considere x(t) tal que lim¢—, e x(t) existe (ou seja, € finito), o que implica que X(s)
possui no maximo um polo em s =0 e todos os demais com parte real negativa. Entio

li t) = lim sX
X0 = JyX()

Demonstragdo:

X(s)— x(0) :z{%} _ /O+°° %exp(—st)dt

Resolug¢do de Equagdes Diferenciais por Laplace EA616U



Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC

Exemplo 1.7 (Resposta ao degrau do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com T = RC e fun¢3o de transferéncia

dada por
1/t
H =
(s) s+1/t
Determine a resposta para a entrada x(t) = u(t).
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC

Exemplo 1.7 (Resposta ao degrau do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com T = RC e fun¢3o de transferéncia
dada por

A
H(s) = s+1/t

Determine a resposta para a entrada x(t) = u(t).

Aplicando a transformada de Laplace em y(t) = h(t)*u(t), tem-se

1 1/t
Y = H -_= —
(s) (s)s s(s+1/1)
Expandindo em fragdes parciais, tem-se
1/t 1 1
Y = - — —
(s) s(s+1/t) s s+1/t

resultando na resposta ao degrau dada por y(t) = (1—exp(—t/T))u(t)

Resolug¢do de Equagdes Diferenciais por Laplace EA616U 16/45



Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau do ci

Observe que y(t) atinge aproximadamente 63% do valor final decorrido t =T e 95%
para t = 371, sendo T denominado constante de tempo do sistema.

Para t € [0, T] tem-se

t
t)~ —
y(t)~ -
e essa aproximacgdo é usada experimentalmente para a medida da constante de tempo

de sistemas de primeira ordem.
A solugcdo de regime é dada por
lim y(t)=1

=40

pois o ganho DC é unitario. Note que, pelo teorema do valor final (Propriedade 4),
tem-se
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau do ci

Observe que y(t) atinge aproximadamente 63% do valor final decorrido t =T e 95%
para t = 371, sendo T denominado constante de tempo do sistema.

Para t € [0, T] tem-se

t
t)~ —
y(t)~ -
e essa aproximacgdo é usada experimentalmente para a medida da constante de tempo

de sistemas de primeira ordem.
A solugcdo de regime é dada por

lim y(t)=1

=40

pois o ganho DC é unitario. Note que, pelo teorema do valor final (Propriedade 4),
tem-se

lim y(t)= SIiLr:)sY(s) =H((0)=1

t—s—c0
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Resolu¢do de Equagdes Difer ais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC

Compute a resposta ao degrau e a solugdo em regime para a fung¢io de transferéncia

da tensdo medida no resistor dada por H(s) = ST
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC

Compute a resposta ao degrau e a solugdo em regime para a fung¢io de transferéncia
da tensdo medida no resistor dada por H(s) = ————.
s+1/t1

Yr(s) = = yr(t) = exp(—t/T)u(t)

s+1/t
e, em regime, yr(t) — 0.

Resumindo, tem-se

_ _ 1/t {0 inicial s— 4w
sy(s)_H(s)_s+1/r_{ 1 final s—0

. _ s o 1 inicial s— 4o
sYr(s) = Hr(s) = s+1/t1 _{ 0 final s—0
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Circuito RC excitado por exponencial

Exemplo 1.8 (Circuito RC excitado por exponencial)

Considere o circuito RC da Figura 1 com T = RC, determine a resposta a entrada
x(t) = exp(—t)u(t) e condi¢do inicial nula.
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Circuito RC excitado por exponencial

Exemplo 1.8 (Circuito RC excitado por exponencial)

Considere o circuito RC da Figura 1 com T = RC, determine a resposta a entrada
x(t) = exp(—t)u(t) e condi¢do inicial nula.

Para T #1, tem-se

Y(s)= (sj-/lr/r) (s—tl) - s+al/r +sil

e, portanto, 1
y(8) = =5 (exp(=t/1) —exp(~1) ) u(?)

Para T =1, tem-se

1 1 1
0= (531) (1) e = 70 =tes(-utt)
que poderia também ser obtido por I'Hépital
. exp(—t/T)tr 2
St —

u(t) = texp(—t)u(t)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao impulso — sistema instével

Exemplo 1.9 (Resposta ao impulso — sistema instavel)

Determine a resposta ao impulso do sistema descrito pela equacio diferencial

y=y=2y=-3x , (p+1)(p—-2)y=-3x
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao impulso — sistema instével

Exemplo 1.9 (Resposta ao impulso — sistema instavel)

Determine a resposta ao impulso do sistema descrito pela equacio diferencial

y=y=2y=-3x , (p+1)(p—-2)y=-3x

A transformada de Laplace da resposta ao impulso é dada por

-3 1 1
HS) = iD= ~ 511 s-2

Portanto,

h(t) = (exp(—t) —exp(2t)) u(t)
Note que lims_,0sH(s) = 0 n&o corresponde ao valor h(+) pois uma das raizes da
equagdo caracteristica é positiva (sistema instdvel). No entanto, o valor inicial h(0T)

pode ser calculado por lims_ 1w sH(s) =0.
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta a rampa do circuito RC

Exemplo 1.10 (Resposta a rampa do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com T = RC e fun¢3o de transferéncia
dada por
1/t
H =
(s) s+1/t

Determine a resposta no dominio do tempo para entrada a x(t) = tu(t).
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta a rampa do circuito RC

Exemplo 1.10 (Resposta a rampa do circuito RC)
Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com T = RC e fun¢3o de transferéncia
dada por

A
H(s) = s+1/t1

Determine a resposta no dominio do tempo para entrada a x(t) = tu(t).

1 1/t 1 T

YO =HOG = e T e s T e

resultando na resposta a rampa dada por

y(t) = (t =T+ Texp(—t/T))u(t)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta a rampa do circuito RC (resposta em regime)

Para t suficientemente grande (resposta em regime) tem-se

y(t)=t—T1

indicando que o sistema de primeira ordem apresenta saida em regime deslocada em
relacdo a entrada. Note que para sistemas com ganho DC diferente de 1, a inclinagdo
da rampa de saida é distinta da inclinacdo da rampa de entrada.
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Exemplo — Sistema autonomo de segunda ordem

Exemplo 1.11 (Sistema autdnomo de segunda ordem)

Determine a solugdo da equacgio diferencial do sistema dado por

(P* +28wnp+wR)y(t) =0 , y(0)=a>0, y(0)=0

com w, >0 e 0< & <1 (raizes complexas conjugadas).
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Sistema autonomo de segunda ordem

Exemplo 1.11 (Sistema autdnomo de segunda ordem)

Determine a solugdo da equacgio diferencial do sistema dado por

(P* +28wnp+wR)y(t) =0 , y(0)=a>0, y(0)=0

com w, >0 e 0< & <1 (raizes complexas conjugadas).

A transformada de Laplace Z{y(t)} = Y(s) é dada por

2aéwn +as
Y(s)= & wn
$2 4+ 2& Wys + W3
Completando o quadrado e colocando na forma padr3o para transformada inversa de
seno e cosseno, tem-se

s+&wy
(s+&wn)?+w}

a=a ’ B:a%p R (A)d:(l)n\/l—f2
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Sistema autoénomo de segunda ordem

resultando em

y(t) = aexp(—Eo.),,t)(cos(wdt) + sen(o.)dt))u(t)

¢
V1-¢2

Note que, para & =0 (sistema sem amortecimento), a resposta é dada por
y(t) = acos(wyt). Note também que a envoltéria da solugdo comporta-se como um
sistema de primeira ordem cuja constante de tempo é

1

T=
Ewn
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Péndulo linearizado

Exemplo 1.12 (Péndulo linearizado)

Considere o péndulo simples da Figura 2 for¢a proporcional a velocidade e a constante de
amortecimento b, comprimento do fio dado por £ e massa m. Modele o movimento do
péndulo com uma equagio diferencial em torno do ponto de equilibrio y(t) =0 e obtenha a
solugdo para os casos com e sem amortecimento.

Figura: Péndulo simples com amortecimento
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Exemplo — Péndulo linearizado

A equagdo diferencial linear em torno de 8(t) =0 é dada por

mlB = —mgsen@ — blH

Linearizando, tem-se

(p2+£p+%)9(t) -0

resultando em

0(t) = aexp(—&wnt) (cos(wdt) +

\/%sen(wdt)) u(t)

g b b | g b?
o),,_\/; ' 2Eo‘)"_m - E_Zm g =\ ame

Observe que, se b=0 (pé&ndulo ndo amortecido), o periodo de oscilagdo (expressdo
obtida experimentalmente por Galileo Galilei por volta de 1600) é dado por

T=2m/l/g
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Circuito RLC

Exemplo 1.13 (Circuito RLC)

Considere o circuito RLC da Figura 3 para x(t) =0 (circuito auténomo). Determine a
equacio diferencial e sua solugdo.

Figura: Circuito RLC.
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Exemplo — Circuito RLC

A equacdo diferencial é dada por

<p2+ Loy i)y(t) =0

RC LC
Portanto,
1 1 1 L
wn—irc ) 2Ewn—R7C = E_ﬁ C

Observe que, para R — o (circuito sem perdas), tem-se

T=2nvLC

Note também que a constante de tempo da envoltéria é T =2RC.
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Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda ordem
subamortecido

Exemplo 1.14

Determine a resposta ao impulso para o sistema representado pela seguinte fun¢io de
transferéncia

W

)= s2 4 28 wps + w?

com0<é&<1.
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda ordem
subamortecido

Exemplo 1.14

Determine a resposta ao impulso para o sistema representado pela seguinte fun¢io de
transferéncia

W

)= s2 4 28 wps + w?

com0<é&<1.

Completando-se o quadrado no denominador, tem-se

H(s) = [ —=2 “d
VI—&2 ) (s+&wn)2+w}

com a freqgiiéncia de oscilacdo dada por wy = w,+/1— &2, resultando em

h(t) = (\/%) exp(— & wnt)sen(wyt)u(t)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda c
subamortecido I

Esse resultado pode ser também obtido a partir da expansdo em fragdes parciais de
H(s), ou seja,

al ar
HE = oy T s—m)

h(t) = (a1 exp(A1t) + azexp(Aat)) u(t)

com

M=Mh=-¢w+jwg , as=a1=—j

resultando em

h(t) = (wﬁz) exp(—& wpt)sen(wyt)u(t)

EA616U
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao impulso de sistema de segunda c
subamortecido II

A identificagdo dos pardmetros de um sistema de segunda ordem subamortecido pode
ser feita a partir da resposta ao impulso.

O periodo T =27/ w, da sendide é obtido pelo cdmputo do intervalo de tempo entre
dois cruzamentos consecutivos com zero.

O parametro & é obtido da relacdo entre dois picos consecutivos da sendide, chamada
de decremento logaritmico, pois
exp (— EwnkT)
exp(—&wn(k+1)T)

Observe que o argumento da exponencial sé depende de &

=exp(§wnT)

Ew"Tzi

e
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau de sistema de segunda ordem
subamortecido I

Exemplo 1.15 (Resposta ao degrau de sistema de segunda ordem
subamortecido)

Considere o sistema dado por

H(s) = e
§2 +2& Wys + W3
com0<é&<1.
Para x(t) = u(t), tem-se
Y(s) = (#)1_1_&
T\s2428wps+ w2/ s s s2428wys+ w?

Completando-se os quadrados, tem-se
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Resposta ao degrau de sistema de segunda ordem
subamortecido II

resultando em

y(t) = (1—exp(—fwnt)(cos(wdt)—|— sen(wdt)))u(t)

¢
V1-82

A resposta ao degrau passa por um primeiro pico (sobre-elevagdo) que pode ser
determinado da equagdo y(t) =0, resultando em

tpico = mwy Ypico = 1+exp(—Ewn T/ wy)
Esses pardmetros podem ser utilizados para a identificagdo de sistemas de segunda
ordem.

Note que o valor de regime (t — ) é igual ao valor da amplitude do degrau de
entrada pois o ganho DC do sistema ¢ unitario (H(0) =1).
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Resposta a entrada nula e resposta as condicoes iniciais nulas

Propriedade 5 (Resposta a entrada nula e resposta as condi¢des
iniciais nulas)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo descrito por

D(p)y(t)=x(t) i ¥(0),7(0),....y("D(0)

pode ser decomposta em resposta a entrada nula e resposta as condicées iniciais
nulas, pois
Y (s) = H(s)X(s) + I(s)

sendo I(s) a parcela devida as condi¢des iniciais.

Note que as condicbes iniciais ndo nulas em x(t) também devem ser consideradas no
cémputo da solucdo sempre que N(p) for de grau maior ou igual a 1 e x(t) #0.
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Exemplo

Exemplo 1.16

Considere o circuito RC da Figura 1 com T = RC =1, excitado pela entrada
x(t) = cos(t)u(t) e condigdo inicial y(0).

Y(s) = = X()+ = 7v(0)
~——
H(s)
Portanto,
s y(0)  y(0)—-1/2 1s+1

Y(s) = _
)= e Tsrt s+1 | 2s2+1

y(£) = ((7(0) - 1/2)exp () +%cos(t) + %sen(t)) u(t)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo (continuagao)

Note que a resposta y(t) contém termos transitérios devido a entrada e devido a
condigdo inicial y(0). Note ainda que, no exemplo, a condic3o inicial y(0) =1/2 anula
o transitério. Nesse caso, a solugcdo é a prépria resposta de regime permanente, dada
por
1 1

Yreg(t) = <§cos(t) + 5sen(t)) u(t)
que é igual a solucdo forcada para t > 0. De fato, para a entrada x(t) = cos(t) a
solucdo forcada poderia ser obtida diretamente

ye(t) = ’H(s)’s:jcos(t—&—4H(s)‘S:j) = % cos(t—1/4) = %cos(t) + %sen(t)

Resolug¢do de Equagdes Diferenciais por Laplace EA616U 36/45



Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Laplace com N(p) # 11

Exemplo 1.17 (Laplace com N(p) # 1)
Considere a equacdo diferencial
(P*+3p+2)y = (p+4)x , ¥(0)=2, y(0)=1

para x(t) = exp(—3t)u(t).

Aplicando a transformada de Laplace, tem-se
(s> +35+2)Y(s) = (s +3)y(0) + y(0) + (s +4)X(s) — x(0)

Substituindo as condi¢des iniciais e a transformada de Laplace de exp(—3t)u(t),
tem-se

yis)— 2HT s+4 L
T 5243542 (s2+354+2)(s+3) s2+3542
——— ———

Yen(s) Ycin(s) YX(O) (S)
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Resolugdo de Equagdes Diferenciais por Transformada de Laplace

Exemplo — Laplace com N(p) # 1 11

com as parcelas, respectivamente, resposta a entrada nula, resposta as condi¢cGes
iniciais nulas e contribuicdo da condi¢3o inicial x(0). Decompondo em fra¢des
parciais, tem-se

Y(s) = 5 3 i 1.5 2 n 0.5 n -1 n 1
T s+1 s+2 s+1 s+2 s+3 s+1 s+2
Yen(s) Yein(s) YX(O)(S)

que fornece, agrupando as parcelas,

y(t) = (5.5exp(—t) — 4exp(—2t) + 0.5exp(—3t)) u(t).
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Exemplo — Laplace com N(p) # 1 111

Note que, para x(t) = exp(—3t), tem-se (p+4)exp(—3t) = exp(—3t) e portanto a
equacao diferencial a ser resolvida é dada por

(P2+3p+2)y —exp(=3t) , y(0)=2, #(0)=1

Nessa equagdo, N(p) =1 e a quest3o sobre a contribui¢do de x(0) no se coloca.
Multiplicando por u(t) e aplicando a transformada de Laplace, tem-se Y(s)

5 B 3 +0.5_ 1 +0.5
s+1 s+4+2 s+1 s+2 s+3

(24354+2)Y(s) = (s—|—3)2+1—|—:13 = Y(s)=

que fornece o mesmo y(t).
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Resposta ao impulso de sistema estavel

Propriedade 6 (Resposta ao impulso de sistema estdvel)

A resposta ao impulso de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente
préprio (grau do numerador menor que o do denominador) com pdlos de parte real
negativa e fungdo de transferéncia

€ transitoria, ou seja, esvanece com o tempo

Jim_h(t) =0

Como s =0 pertence a Qp, (pdlos de parte real negativa), tem-se

lim h(t)= sIim)sH(s) =0

t—+oo

o que qualifica o comportamento de h(t) como assintoticamente estdvel.
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Resposta ao degrau de sistema es

Propriedade 7 (Resposta ao degrau de sistema estdvel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente proprio
com pdlos de parte real negativa excitado por um degrau com fungdo de transferéncia

N(s)
H =
(5) D(S)
é dada por
y(t) = H(0)u(t) +transitdrio
——
regime
pois

H(s) _a  My(s)

T s D(s) ’
Note que a saida em regime é também um degrau, com a mesma amplitude da
entrada se H(0) = 1.

Y(s)= a= H(0)
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Resposta a rampa de sistema estavel

Propriedade 8 (Resposta a rampa de sistema estavel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente proprio
com pdlos de parte real negativa excitado por uma rampa com fungdo de transferéncia

H(s) = ggg é dada por é dada por

y(t) = H(0)tu(t) + H(0)u(t) +transitdrio

regime
A propriedade pode ser verificada notando-se que

Vo)== 5+ 20 L o hi0), 5= L (s

s=0
resultando em y(t) = H(0)tu(t) 4+ H(0)u(t) + transitdrio

Note que a saida em regime é também uma rampa, com a mesma inclinagdo se
H(0) =1 e, além disso, de mesmo valor se H(0) = 0.
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Exemplo — Resposta ao degrau e a rampa

Exemplo 1.18 (Resposta ao degrau e a rampa)

Um sistema de primeira ordem dado por
a

H(s) = s+a

com a > 0 segue uma entrada em degrau. Note que esse sistema ndo segue a entrada
x(t) = tu(t) em regime com erro nulo, pois H(0) =1 mas H(0) = —1/a # 0.

Um sistema de segunda ordem dado por

as+b
s2tas+b
com a> 0 e b> 0 segue as entradas degrau e rampa com erro de regime nulo.

H(s) =
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Resposta a pardbola de sistema estavel

Propriedade 9 (Resposta a parabola de sistema estavel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente préprio com
polos de parte real negativa excitado por uma parabola com fun¢do de transferéncia

~N(s) _t? 1
HE) =5y - X(O=Fu() =X(e)=3
é dada por
& ; 1. .
y(t) = H(O)E u(t)+ H(0)tu(t) + 5 H(0)u(t)+transitdrio
regime
pois
H(s) a b ¢ No(s)
Y = = pR—
(s) 3 3 I 2 + s T D) com
d 1 d?
a=H@O) , b= £H(s) o € EEH(S) o
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Exemplo — Resposta a parabola

Exemplo 1.19 (Resposta a pardbola)

Um sistema de terceira ordem dado por

. as?+bs+c
s)= s34+ as?2+ bs+c
com raizes estdveis segue as entradas degrau, rampa e parabola com erro de regime
nulo. y

H(
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