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Obs.: Resolva as questoes nas folhas de papel almaco e copie o resultado no espaco
apropriado.

12 Questao: Considere o sistema causal descrito por

(6 + 20+ Dy(®) = (0 + D y(0) =2, 3(0) = 3. a(t) = 2exp(~20u(t). | 1

Determine a solugao da equagao acima calculando y(¢t) = L{Y (s)} (1,0 ponto). 9

3

4

)

6

2% Questao: -
a) Determine a solucao forcada de (p+1)(p—3)y = (p—1)z, y(0) = 2, y(0) = 3,

para z(t) = 2exp(3t) pelo método dos coeficientes a determinar (0,5 ponto). 8

9

10

b) Determine a equagao diferencial homogénea a coeficientes constantes ( D(p)D(p)y(t) = 0) e
as condigoes iniciais que produzem a mesma solugao que a equagao diferencial nao-homogénea (0,5
ponto):

(p* + 1)y(t) = cos(t), y(0) =y(0) = 0.

3% Questao: Determine a resposta y[n| ao degrau xz[n] = u[n] para o sistema discreto dado pela
seguinte equacao a diferengas (1,0 ponto):

yn + 2] + 4y[n + 1] + 4y[n] = 3z[n + 1] + 4z[n].
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4% Questao: Seja a seguinte equacao que descreve o comportamento de um péndulo simples
mly = —mgsen(y) — mby.

Considere as variaveis de estado com v; = y e vy = ¢ e determine uma representagao em espaco de
estados (A4, b, c,d) linearizada em torno do ponto de equilibrio v = (v1,02) para 0 < y < 7/2 usando
o jacobiano (1,0 ponto).

5% Questao: Determine a solugao y(t) = cexp(At)vy para o sistema auténomo (1,0 ponto)

o(t) = {_04 é] o(t), y(t)=[0 1]v(t), vo= {Oﬂ.

Obs.: Utilize Cayley-Hamilton para o calculo de exp(At).

6% Questao: Determine um sistema linear autonomo (homogéneo) com matrizes reais na forma de
equacao de estados dado por
v=Av, v(0) =1, y=cv,

que produza como saida y(t) = (¢t + 1) exp(2t) (1,0 ponto).

7% Questao: Determine a funcao de transferéncia racional (H(s)) e esboce o diagrama as-
sintético de fase do sistema de fase minima cujo modulo da resposta em frequéncia é dado pelo
diagrama abaixo (1,0 ponto)
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Diagrama assintético de médulo
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8% Questao: Determine (justificando sua resposta) para qual faixa de valores de v € R o sistema
da figura abaixo pode ser classificado como:

U1

V2 y

a) Observavel (0,5 ponto);

b) Controlével (0,5 ponto).

9% Questao: Considere o sistema linear autonomo descrito pela equagao dinamica

i)—o 11)
01—~ T

Determine (justificando sua resposta) para qual faixa de valores de 7 o sistema pode ser classificado
como
a) marginalmente estével (0,5 ponto);

b) instével (0,5 ponto).

102 Questao: Considere o sistema em malha fechada descrito pelo seguinte diagrama de blocos
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X(s) s Y (s)
st4 3 +4s2+3

—k

cuja funcgao de transferéncia em malha aberta tem polos em A; &= —0.65 + j1.77, Ao &= —0.65 — j1.77,
Az & 0.15 + 70.90, Ay = 0.15 — 50.90 e zero em ~; = 0.

a) Determine o intervalo de k tal que o sistema em malha fechada seja BIBO estdvel. Dica: Utilize a
tabela de Routh (0,5 ponto).

b) Esboce no grafico abaixo: as raizes do sistema em malha aberta (A1, Ao, A3, Aq e 71) e as assintotas
do lugar das raizes do sistema em malha fechada considerando o angulo das assintotas e ponto de
encontro das assintotas no eixo real (0,5 ponto).

Lugar das raizes

Eixo Imaginario
=

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Eixo Real
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CONSULTA

Transformada de Laplace (unilateral):
+o0
L{x(t)} :/ x(t) exp(—st)dt
0

L{a(t)) = sC{x(t)} —z(0) , s€Q,

m m—1
L‘,{x(m)(t):d x(t)}_smﬁ{x ()} — Zsm B1(0)

dim >
c{%m, exp(—at)u(t) } = W . Re(s+a)>0, meN
L{cos(Bt) exp(—at)u(t)} = (Sfa)%ﬂg . Re(s +a) > 0
L{sen(Bt) exp(—at)u(t)} = M%W , Re(s+a) >0
Transformada Z: Z{z[n]} = X (z) = ;:i oklz*, Z@) =1, Z@ntml}=2", me7
Z{aln + mluln]} = 2" Z{znjuln]} - gx[lﬂ]zm_k . mez,
z{a"upl} = — ,  Z{na"uln]} = ﬁ |2l > al

Coeficientes a determinar (equagoes diferenciais)

D(py(t)=0 = y(t)= Z arfr(t)  fr(t) modos préprios (considerando multiplicidades)

Se A é raiz de multiplicidade 7 de D()\), entdo exp(At), texp(At), ..., t"~Lexp(At) sdo modos préprios.

D(p)y(t) = N(p)z(t) , se D(p)x(t) =0 entido D(p)D(p)y(t) =0

Solugao forcada:  y(t) = yn(t) +yr(t) = D(p)ys(t) = N(p)z(t) , D(p)yn(t) =0

Resposta em Freqiiéncia:

Diagramas assintéticos de Bode: gréficos do médulo (em dB) e da fase (em graus) versus a freqiiéncia
em escala logaritmica.

Myp(w) = 20log M (w) sendo log o logaritmo na base 10

H(s) = Hi(s)Ha(s) = Myg(w) = Mqg(w) + Myqp(w) 5 o(w) = ¢1(w) + da(w)
we (freqiiéncia de corte): encontro das assintotas de baixa e alta freqiiéncia
Varidveis de estado: v(t) = f(v(t),z(t),t), y(t) = g(v(t),z(t),t)

Pontos de equilibrio: v tais que f(v,z) = 0, T =cte.
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Sistema linear (em torno dos pontos de equilibrio)
| 9fi - Of; | 9g; dg;
a dv; 5,5 T Ox; 5,5 a UJ B,% 7 Ox; 5,5
N(p
Para Sistemas SISO = 0 =Av+bxr, y=cv+dx, —c(pl—A)b+d=V(pl— A) ' +d

D(p) )

Solugao de equagoes de estado: v = Av+ bz, y = cv + dzx, v(0) = vy
Por convolugao: y(t) = cexp(At)vg + c( exp(At)u(t)) = (ba(t

Por Laplace: Y (s) = c(sI — A) "ty + (c(sI— A7+ d)X(s) = y(t) = L7V (s))

Por sistema homogéneo aumentado: encontrar z solugao de z = ¢cv , v = Av, v(0) = vy, e:

BB sl WE

& ~—~ ———

& A v v 0(0) )

Teorema de Cayley-Hamilton: A(\) = det(sI —A)=0 = A(A)=0,com A€ R"™"e

n—1
A) :pr’, AN =0 = f(A ZpZA’, f(diag(A1,. .., An)) = diag(f(A1), ..., f(AN))

Controlabilidade e Observabilidade:

Controldvel se e somente se rank(Ctrb(A, b)) = n. Observavel se e somente se rank(Obsv(A4, c)) = n.

c
cA
AeR™™ | Obsv(A,c) = ) , Ctrb(A,b) = [ b Ab --- A" 1p }

CAn—l

Tabela de Routh para o polinémio D(p) = asp® + asp* + azp® + asp? + a1p + g

e Se todos elementos da primeira coluna sao positivos: todas

p5 s a3 a rafzes de D(p) tem parte real negativa;
p4 oy Qo oo e A quantidade de trocas de sinal na primeira coluna corres-
ponde a quantidade de raizes positivas;
p3 By = (agaz—asas) B = (g1 —apas)
Q4 24 Se algum elemento da primeira coluna é 0 deve ser subs-
2 _ (o2B3— 61044) _ ¢ peas aap S
p Y2 - Se— Yo = Qg tituido por € e os sinais dos elementos da primeira coluna
1 — (Biy2— "/053) serdo avaliados para ¢ — 07 e ¢ — 0~. Se o nimero de
b 6 T trocas de sinal for igual para ¢ — 0t e ¢ — 0~ essa é
pO o a quantidade de raizes com parte real positiva, se for di-
ferente, a diferenca é o nimero de raizes com parte real
nula.
Lugar das Raizes: 1+ kH(s) =0, H(s) = N(s)/D(s) = D(s)+kN(s)=0
m J4

Assintotas:

e O numero de assintotas n é igual ao nimero de zeros no infinito, isto é, n = m — ¢;

° Angulos das assintotas:

(1 + 2r)

m — ¥/

)

Be>0

r € Z;

)4
1 m
e Encontro das assintotas (7 > 2): no eixo real no ponto — < E Re(A,) — g Re(’yr)>.
n —

r=1



