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Y(s)

1% Questao: a) Determine a fungao de transferéncia H(s) = X(s) © @ resposta ao impulso , ou seja,
y(t) = h(t) para z(t) = §(t) (condigdes iniciais nulas) para o sistema descrito pela seguinte equagao
diferencial

§(t) +4y(t) + 4y(t) = 3@(t) + 4x(t).

Solugao:
D(p)y(t) = N(p)x(t) = (p* +4p + 4)y(t) = (3p + D)z (t)
N 35+ 4 35 +4 A B
H(s) — ﬂ — 5 S _ S . _ . +
D(p) |,y s*+4s+4  (s+2) (s+2) (s+2)
3s+4=A+B(s+2)=B=3, A+2B=4=A=4—-6= -2
2 3
H(s)=— h(t) = (-2t —2t)u(t
() = ~Gag + gy = MO = (243 exp(=20)utr)
b) Determine a resposta ao degrau (y(t) para z(t) = u(t)) para o sistema descrito pela equagao

diferencial da letra a)

Solugao:
3s+4 A B C
Y(e) = Hs)Us) = 1 ++2)2 TGt TGty s

3s+4=As+ Bs(s+2)+ C(s +2)> = (C+ B)s® + (A + 2B + 4C)s + 4C

02321, B=0-C=-1, A=3-2B—-4C=1
1 1 1
= - == oyt) = —2t) — exp(—2t) + 1)u(t).
Y (s) TEDE (s+2)+s y(t) = (texp(—2t) — exp(—2t) + 1)u(t)

c) Determine a solucao forcada y(t) para a entrada x(t) = 5 — 2exp(3t)

Solugao:
x(t) = 5exp(0t) — 2exp(3t) = y¢(t) = 5H(0) exp(0t) — 2H (3) exp(3t)
3-0+4 4 3-3+4 13
HO)="————5=-=1, HQ3)=——"5=—
O=rmrmm=1=" O =G5
13 26
yr(t) =5-lexp(0t) —2- % exp(3t) =5 — F exp(3t)

d) Determine o valor das integrais [*°_h(t)dt e [ th(t)dt.

Solugao:
Pela tabela tem-se que L{tf(t)} = —%F(s) e [ f(t)dt = F(0), entao:

/_OO h(t)dt = H(0) = m _1

e d d 35+ 4
th(t)dt = — —H SR
/_OO ®) ds (s) <0 ds (32+4s+4>

B 3(s? +4s+4) — (35 +4)(25 +4)
(s +2)%

. 12-16 4 1

16 16 4

s=0

e) Determine a saida persistente (resposta em regime permanente yreg(t)) para a entrada rampa
(x(t) = tu(t), condigdes iniciais nulas) para esse sistema.
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Solugao:

Yreg(t)

Il
=
=
~~
+
=
N~—
~——
I
~—~
N
Il
7N\
=
~
|
| =
~_
I
~—~
N

f) Esse sistema segue a entrada degrau com erro de regime nulo? E segue a entrada rampa com erro
de regime nulo? Justifique sua resposta (0,5 ponto).

Solugao: Segue ao degrau com erro de regime nulo pois
H(0) = 1= ypeqg(t) = HO)u(t) = u(t).
Nao segue a rampa com erro de regime nulo, pois embora H(0) = 1,

H(0) # 0 = yreg(t) = H(Ot)u(t) + H(0)u(t) # tu(t).

g) Determine o valor inicial y(0") e o valor final y(+o00) da resposta ao degrau fazendo o uso das
propriedades de valor inicial e final e verifique se seus resultados estdao coerentes com a resposta do
item (b).

Solugao:

) . H(s) ) 3s+4 . 3/s+4/s
+\ — — — - =
y(o )_SILI&SY(S)_SILI&S S _sh%rgo (3+2)2 _shﬁrgol—i—ll/s—f—ll/SQ

H(s 3s+4 4
:]' Y :1' = = - =
viree) = IV = e = M vop T
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22 Questao: Utilizando a transformada unilateral de Laplace, determine y(¢) para a seguinte equagao
diferencial nao-homogénea:

§t) +5y(t) + 6y(t) = =(t),  y(0) =2, §(0)=5,  (t) = exp(=2t)u(t).

Solugao: Sabendo que X (s) =

, tem-se:
s+2

s%Y (s) — sy(0) — 5(0) + 5sY (s) — 5y(0) + 6Y (s) = X(s)
(s> 4 55+ 6)Y (s) = X(s) + sy(0) + 5(0) + 5y(0)

1 2s+5+10

V()= — X asto+ 0

() (s 4+ 5s +6) (s)+ (s2 4 5s+6)
Ver Yen

Calculando as raizes do polindmio caracteristico (denominador de Y'(s)), temos

—5++v25-24 —5+1

2 +55+6=0=>5= 5 5 =81 =—2,89=—3
0 que implica que o polindomio pode ser reescrito como
1 25 +15
Y(s) = +
() (s+2)2(s+3) (s+2)(s+3)
Yci ﬁ;L

1+ (2s+15)(s+2) 2s2+19s5+31

Y(s) = 5 = 5
(s +2)%(s+3) (s +2)2(s+3)

C25°419s+31 A B C

Yo = G792 +3) 622 T 519 T 5+3)

25 +195+31 = A(s+3) + B(s +2)(s +3) + C(s + 2)2 = (B4 C)s* + (A + 5B + 4C)s + (3A + 6B + 4C)
st B+(C=2=B=2-C
st A45B4+4C=19=A+10-5C+4C=19=A=9+C
% 3A46B+4C=31=214+3C+12—-6C+4C=31=C=-8=B=10=>A=1
1 10 8
Yo = G2 " 632 G1 o)
y(t) = [texp(—2t) + 10 exp(—2t) — 8exp(—3t)] u(t).

32 Questao: Determine a transformada inversa (bilateral) de Laplace z(t) = £~ {X (s)} para

(s —4)

X(s) = my

Re(s) < 4.

Solugao:

Y(s) = X(—s), Re(—s) < 4 = Re(s) > —4

—s—4 s+4
Y :5—:— —_—
) =5y (5 +4)2 + 32
s+a

Da tabela: £ {exp(—at) cos(Bt)u(t)} = entao y(t) = —5exp(—4t) cos(3t)u(t)

z(t) = y(—t) = —bexp(4t) cos(—3t)u(—t) = —5exp(4t) cos(3t)u(—t)
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4% Questao: Determine a transformada inversa (bilateral) de Laplace z(t) = L1 {X (s)} para

752 + 445 + 61

O = e —sy

—5 < Re(s) < 3.

Solugao:

7s% + 44s + 61 A B C
X = 5263 ~ G352 545 5.3
2
A (54 5PX(s)] . = 7-(=5) t544_3( 5)+61 _ 175 EZO+61 _ 45_;61 .,
7-(3)2+44-(3)+61 63+ 132+ 61
(3+5)2 64
B+C=7=B=7-C=3
-2 3 4
X(s) = (s+5)2 + s+5 +3—3
X (s).Re(s)>-5 Xa(s).Re(s)<3
Yao(s) = Xa(—s), Re(—s) <3 = Re(s) > -3
4 4
) = e T g
Y2(t) = —dexp(=3t)u(t) = z2(t) = y2(—t) = —4exp(3t)u(—t)
z1(t) = (=2t + 3) exp(—5t)u(t)
x(t) = z1(t) + z2(t) = (=2t + 3) exp(—5t)u(t) — 4 exp(3t)u(—t)

C= (s 3)X(s)|,s = — 4,

5% Questao: Determine para a equagao diferencial abaixo:
g(t) +9y(t) = 18sen(3t),  y(0) =y(0) =0
a) A parcela forcada da solucao y¢(t);

Solugao: a) Para saber se hd ressonancia, primeiramente é necessério calcular a solugdo da equagao
caracteristica a fim de obter os modos préprios. D(A) = A2 +9 =0 = \; = j3, Ay = —j3. Por outro

lado, z(t) = 18sen(3t) = 18 <% exp(j3t) — %jexp(fjfit)) o que implica em v; = j3, 72 = —j3, ou

seja, ambos modos forcados entram em ressonancia com os modos proprios.
yn(t) = a1 exp(j3t) + az exp(—j3t) = y¢(t) = bitexp(j3t) + bat exp(—;3t)
ou ainda usando funcoes trigonométricas:
yn(t) = ay cos(3t) + assen(3t)
= ys(t) = byt cos(3t) + batsen(3t)
Para substituir a parcela forcada na equacao diferencial original, temos que calcular as derivadas
y7(t) = b1 cos(3t) — 3bitsen(3t) + basen(3t) + 3bat cos(3t) = (b1 + 3bat) cos(3t) + (b2 — 3b1t)sen(3t)

§jr(t) = 3bg cos(3t) — 3(b1 + 3bat)sen(3t) — 3bysen(3t) + 3(ba — 3b1t)cos(3t)
= §jr(t) = (6ba — 9b1t) cos(3t) — (6b1 + 9bat)sen(3t)
Substituindo na equacgao diferencial:
Gr(t) 4+ 9ys(t) = (6ba — 9bit) cos(3t) — (6b1 + 9bat)sen(3t) + 9bit cos(3t) 4 batsen(3t) = 18sen(3t)
= —6b; =18 = b = —
=6bb=0=0b,=0
= y¢(t) = —3tcos(3t).
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b) A solucao completa y(t) = yn(t) + ys(t);
Solugao: b)

y(t) = yn(t) + ys(t) = a1 cos(3t) + agsen(3t) — 3t cos(3t)
y(0) =0 =ajcos(3-0)+azsen(3-0) —3-0cos(3-0) = a; =0
7(0) =0 =3azcos(3-0) —3cos(3-0)+9-0-sen(3-0) =3ag —3 = ay=1.
= y(t) = sen(3t) — 3t cos(3t)

¢) A equacdo homogénea D(p)D(p)y(t) = 0 equivalente e as condicdes iniciais necessérias para resolvé-
la.

Solugao: c¢) )
Dp) = (=) =7) = (- 53)p+3) = (P* +9),

D(p)D(p)y(t) = 0= (p* +9)*y(t) = 0.

Como hé 2 modos forgados, precisamos de mais 2 condigoes iniciais (7(0) e 3(0)) que vao ser obtidas
a partir da equacao diferencial original:

7(0) = 18sen(3-0) — 9y(0) =0
y(O) =3 18608(3 . 0) — 9y‘(0) — 54.

62 Questao: a) Determine a equacao diferencial homogénea ordindria linear a coeficientes constantes
e as condigoes iniciais que produzem a mesma solucao y(t) que a equacao diferencial ndo homogénea
abaixo (1,0 ponto)

(p+2)y = 10texp(2t), y(0) = 1.

Solugao: a) Para saber se hd ressonancia, primeiramente é necesséario calcular a solugdo da equagao
caracteristica a fim de obter os modos préprios. D(A\) = A+ 2 =0 = Ay = —2. Por outro lado,
x(t) = 10t exp(2t) = Oexp(2t) + 10t exp(2t) o que implica em 1 = 2, v9 = 2, ou seja, ha ressonancia
entre os modos forcados mas nao com o modo préprio. O polinémio aniquilador seria dado por

D(p)=(p—7)p—12) = (p—2)*, D(p)D(p)y(t) = 0= (p— 2)*(p+ 2)y(t) = 0.

Como hé 2 modos forgados, precisamos de mais 2 condigoes iniciais (7(0) e 4(0)) que vao ser obtidas
a partir da equacgao diferencial original:

7(0) + 2y(0) = 100 - exp(2 - 0) = 5(0) = —2y(0) = —2.
ii(0) = —29(0) + 10exp(2-0) +2-10- 0 - exp(2- 0) = 4 4 10 = 14.

b) Determine a solucao forcada da equacao diferencial.
Solugao: Como nao ha ressonéncia com os modos préprios, a solucao forcada é dada por
yf(t) = brexp(2t) + bat exp(2t)

Para calcular os coeficientes, basta substituir y;(¢) na equagao diferencial, nesse caso é necessario
calcular a derivada

U(t) = 2b1 exp(2t) + by exp(2t) + 2bat exp(2t) = (2b1 + ba) exp(2t) + 2bat exp(2t)
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Substituindo na equagao diferencial, tem-se

yr(t) + 2ys(t) = 10t exp(2t)
(2b1 + b2) exp(2t) + 2bat exp(2t) + 2b; exp(2t) + 2bat exp(2t) = 10t exp(2t)

b
4by + by =0 = 51:—2——§

)
462:10:>b2:§

yp(t) = <—2 + ;t) exp(2t)

c¢) Determine a solucao completa da equagao diferencial.

Solugao:

yn(t) = aj exp(—2t

)
V) = n(0) + 3y (0) = arexp(-20) + (-5 + )exp@t)
B

13
y(O)zlzalexp(—2-0)+<—+ 0> 2. 0)—a1—f:>a1 5

y(t) = g exp(—2t) + (—Z + ;t) exp(2t)
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7% Questao: a) Determine a funcao de transferéncia racional e esboce o diagrama assintético de fase
do sistema de fase minima cujo moédulo da resposta em frequéncia é dado pelo diagrama abaixo

Bode Diagram

0 T T T T T T M

-20 N

-30 B

—40 } 4

Magnitude (dB)

—60 4

70t 1

-80 i
107 107" 10° 10’ 10° 10 10* 10°
Frequency (rad/sec)

Solugao:
e Como o grafico comeca constante, nao hé polos ou zeros na origem;

e O ganho associado é calculado pelo médulo na frequéncia w = 10°; ou seja, Myp(10°) = —20:

20log(k) = —20 = k = 1072/20 = 0, 1;

e Os pontos de inflexdo nos permitem inferir os polos e zeros:

— Em 10° o angulo passa de 0dB/década para -20dB/década indicando a presenca de um
polo:
We 10° 1

s+w. s+100 s+1

— Em 10! o angulo passa de -20dB/década para 0dB/década indicando a presenca de um

ZEero:
stw. s+10

We 10

— Em 10% o angulo passa de 0dB/década para -20dB/década indicando a presenca de um
polo:
We 103 1000

s+w. s+103 s+ 1000

Multiplicando todas as componentes, tem-se

1 10 1000 10(s + 10
H(s)=0,1- LY = (s110)
s+1 10 s+1000  (s+ 1)(s + 1000)
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Para montar o gréafico de fase usamos a seguinte tabela (lembrando que os ganhos contribuem com 0°,
os polos com -90° e os zeros com 90° a partir de uma década apés a frequéncia de corte):

w 10721071 | 10° | 10! 102 | 103 | 10* | 10°
43% 0 0 |-45°] -90° | -90° | -90° | -90° | -90°
/30 0 0 0 | +45° | +90° | +90° | 490° | 490°

1000 ° ° °
£ 0005 0 0 0 0 0 -45° | -90° | -90
ZH(s) 0 0 |-45°| -45° 0 -45° | -90° | -90°

Diagrama assintético de fase

180 T T T T T T

0 ST

45 8
3
o

-135 4

1807 = 0 1 2 3 4 5
10~ 10 10 10 10 10 10 10
o (rad/sec)

b) A partir do diagrama de médulo apresentado na letra a) dessa questao, determine a relagao sinal-
ruido (S/N)4p na saida do sistema para a seguinte entrada

x(t) = 100 cos(t) 4 sen(100t) .
S—_— ——
sinal ruido

Solugao:

Na frequéncia w = 1 o ganho é de —20dB o que corresponde a M = 10729/20 = 0,1 ¢ a fase é de —45°.
Na frequéncia w = 100 o ganho é de —40dB o que corresponde a M = 10740/20 = 0,01 e a fase é de
0°.

A saida forcada ou em regime permanente seria dada por:

yf(t) =100-0,1cos(t —45) +1-0,01sen(100t + 0) = 10 cos(t — 45) 4 0, 01sen(100¢)

\
sinal ruido

Entao, a relagao sinal-ruido é dada por:

10
0,01

(S/N)ap = < >dB = 2010g(1000) = 60dB.



