Exercicio 1. Considere o sistema linear invariante no tempo (SLIT) descrito pela seguinte
equacao diferencial

y+4y+4y =3x + 4x

a) Determine a func¢do de transferéncia H(s);

b) Determine a solugdo for¢ada para a entrada x(t) = 5 — exp(—3t);
¢) Determine a resposta ao impulso h(t) = G{6(t)};

d) Determine a resposta ao degrau y(t) = G{u(t)};

e) Determine o valor da integral ffooo th(t)dt.

Exercicio 2. Determine a transformada inversa de Laplace da fungao:

X(s) = 95 +5
YT G+DIG-3)
Para os seguintes dominios:

a) Re(s)>3 b) Re(s) < -1 c) —1<Re(s)<3
Exercicio 3. Determine x(t) cuja transformada de Laplace ¢ X(s) = #, Re(s) < 2.
Exercicio 4. Calcule a transformada inversa de: X(s) = 255—_3, Re(s) > —1.

s24+25+17
Exercicio 5. Determine a transformada inversa de: X(s) = Sis(:z) ,Re(s) > 0.

Exercicio 6. Determine para o sistema abaixo:

a) A func¢io de transferéncia H(s) = %
B [ b) A resposta ao impulso h(t).
: [ th(at

¢) O tempo de propagagio t,, = ™ h(oyde




0,t<0

Degrau: u(t) = {1 £50

Impulso: 6(t) = %u(t),

u(®) = j 5(8)dp

Auto-fung¢iio para SLIT: x(t) = exp(st) = y;(t) = H(s)exp (st),
x(t) = cos(wt) = yp(t) = |[H(jw)cos (wt + £H(jw))
x(t) = sen(wt) = y£(t) = |H(jw)sen (wt + £H(jw))

Vo)

emque H(s) = @)
p=s

¢ a fungdo de transferéncia do SLIT descrito pela equagdo diferencial: D(p)y = N(p)x.

Defini¢iio da Transformada bilateral de Laplace: X(s) = L{x(t)} = ff: x(t)exp(—st)dt, s € Q,

Tabela de transformadas:

Propriedades da transformada bilateral de Laplace:

x(t) X(s) seEQ, x(t) X(s) sEQ,
Impulso: §(t) 1 seC %, (£) * x,(t) X,(s)X,(s) SEQ, NQ,
DZ‘%ISUZ % Re(s) >0 x(t—1) X(s)exp (—s7) s € Qy

R;“E‘It’)a‘ slz Re(s) > 0 af, O+ b0 | aFy(s) + bEy(s) Qusy > 200,
m G
%u(t) Sr:+1 Re(s) >0 [mx(ﬁ)dﬁ %X(s) Q, > Q,NRe(s) >0
e~ "u(t) i Re(s+a)>0 exp (—at)x(t) X(s+a) (s+a)€eQy
s+a
m 1 dmX
%e““u(t) m Re(s+a) >0 tmx(t) (_1)mT§lS) -Qy =Q,
cos(Bt)u (t) sz-ls——ﬁz Re(s) >0 x(—t) X(—s) —s €Q,
sen(Bt)u (t) sz-ll‘—;ﬁz Re(s) >0 —exp(—at) u(—t) . _'1_ - Re(s+a) <0
exp (—at) cos(Bt)u (t) (S_,_Sa-;iza_,_ﬁz Re(s+a)>0 x(t) sX(s) Q; D Q,
exp(—at)sen(Bt)u (t) (s-l-ag%ﬁz Re(s +a) >0 | Area da Fungio: fj;o x(t)dt =X(0)ses =0€ Q,

Defini¢iio da Transformada unilateral de Laplace: X(s) = L{x(t)} = fo

+o0o

x(t)exp(—st)dt, s € Qy

L{x(0)}

sX(s) —x(0)

s2X(s) — sx(0) — %(0)

Teorema do Valor inicial: x(0*) = lim s - X(s)
§—00

LE@)}

L{:t—mx(t) = x(m)(t)}

m-1
sTX(s) — z smk=1x00(0)
k=0

Teorema do Valor final: x () = lirr(}s -X(s)
5




Solucao

Exercicio 1. Considere o sistema linear invariante no tempo (SLIT) descrito pela seguinte
equagao diferencial

V+ 4y + 4y = 3% + 4x

a) Determine a funcao de transferéncia H(s);

N(p)
H(s) = Dl P D(p)y=N({p)x=> (p*+4p+4)y=CBp+4dx
p=s
~ 3s+4
Entdo H(s) = m,

b) Determine a solugdo for¢ada para a entrada x(t) = 5 — exp(—3t);

Usando o conceito de auto-fungdo: x(t) = exp(st) = y;(t) = H(s) exp(st). Nesse caso,
x(t) = 5exp(0t) — 1exp(—3t) = yf(t) = 5H(0) exp(0t) — 1H(-3) exp(—31).

H(0) = % =1eH(-3)=—2 = —% = —5, consequentemente:

9-12+44
y(t) = 5exp(0t) — (—5) exp(—3t) = 5 + 5exp (—3t)

¢) Determine a resposta ao impulso h(t) = G{5(t)};

h(t) = L7Y{H(s)}, em que H(s) = (ii;; , pois as raizes do denominador (polos) sido
calculadas pela féormula de Bhaskara: s = _4i+2_4'1'4 = -2
3s+4 A

Decompondo em fragdes parciais: H(s) = + % =235s+4=A+B(s+2)

(s+2)2 ~ (s+2)2

Paras = —2: 3(-2)4+4=A=>A=—-6+4=-2

6
Paras = 0: 3(0)+4=—2+ZB=>B=E=3

1 1

H(s) =-2 +3 =
() (s + 2)? s+2

1
(s+a)ymti

1
(s+a)

Pela tabela de transformadas tem-se £ {g e‘atu(t)} = e L{e"Yu(t)} =

Entdo: h(t) = —2t exp(—2t)u(t) + 3 exp(—2t) u(t).
d) Determine a resposta ao degrau y(t) = G{u(t)};

y(t) = L7HY(s) = H(s)U(s) = H(s)/s}, em que:

3s+ 4 A B c
+—=3s+4=A4s+ Bs(s +2) + C(s + 2)?

Y(s)zs(s+2)2=(s+2)2+s+2 s



2
Paras = —2: 3(—2)+4=A(—2):>A=——2:1

4
Paras = 0: 3(0)+4:4C:>C:Z:1

3
Paras=1: 3(D+4=4+B(1+2)+C(1+2)*=7=1+9+3B=B=-5=-1

1 1 1

Y(S)=(5+2)2_s+2+;

1
(s+a)

Pela tabela tem-se £{=-e~® u(t)} = o LU0} = 3, L™ u ()} =
Entdo: y(t) = texp(—2t)u(t) — exp(—2t) u(t) + u(t) = ((t — 1) exp(—2t) + Du(t).
e) Determine o valor da integral fjooo th(t)dt.

Pela tabela tem-se que L{tx(t)} = — %X(s) e fjozo x(t)dt = X(0), entdo:

_ d<3s+4>
w0 ds\(s+2)? <o

3(s +2)2—-2(s+2)(3s+4) _(3:4-2-2-4
_l (s + 2)* _< 24 )

« d
j th(t)dt = —EH(S)

—00

s=0

Exercicio 2. Determine a transformada inversa de Laplace da fungao:

X(s) = 9s +5
YDA —3)
Para os seguintes dominios:
a) Re(s) >3 b) Re(s) < -1 c) —1<Re(s) <3

Fazendo expansao por fragdes parciais:

9s+ 5 A B C

X(s):(s+1)2(s—3):(s+1)2+s+1+s—3:>

9s+5=A(s—3)+B(s—3)(s+1)+C(s +1)?

32
Para s = 3: 9(3)+5=C(3+1)2:>C=E=2

Paras = —1: 9(—1)+5=A(—1—3):>A=_—4=1

Paras=0: 9(0)+5=1(-3)+B(-3)(1) +2(1)?=>B = % = -2



9s+5 1 1 1

X&) = 6= Gr? 251 %5=3
t"  _a _ 1 —-a _ 1 _ _

Pela tabela tem-se que £{me u(t)} = Gra L{e ()} = Gray L{x(—t)} =
X(—s),—s € Q, entdo:

a) x(t) = [(t —2)exp(—t) + 2 exp(3t)]u(t)

b) x(t) = [(—t + 2) exp(—t) — 2 exp(3t)]u(—1t)

c) x(t) = (t—2)exp(—t)u(t) — 2 exp(3t)u(—t)
Exercicio 3. Determine x(t) cuja transformada de Laplace é X(s) = #, Re(s) < 2.

Pela tabela tem-se que £ {%e‘“tu(t)} = ﬁ e L{x(—t)} = X(—s),—s € Q, entdo:

Y(s) =X(-s) = Re(—s) < 2= Re(s) > -2

(s +2)*

6 3
y() = %GXD(—Zt)u(t) = x(t) = y(—t) = =t exp(2t) u(-t)

55-3
$2+2s5+1

Exercicio 4. Calcule a transformada inversa de: X(s) = ,Re(s) > —1.

Calculando os polos pela formula de Bhéskara:

—2+V22-4-1-17
s = 5 =—1+j4=(s+1)*+42
Quando temos parte complexa conjugada na raiz do denominador, esse trecho corresponde a sen
_ + _ B
e cos, pela tabela: L{e™® cos(Bt) u(t)} = m e L{e % sen(Bt) u(t)} = Grapi
X(s) = 5s—3 A s+1 B 4
VT 2s+17 CGHD2+ 4 s+ D2+ 4
e A=5
= As+A+4B =5s 3:{5+4B=—3:>B=—2
x(t) = 5e "t cos(4t) u(t) — 2e~t sen(4t) u(t)
Exercicio 5. Determine a transformada inversa de: X(s) = 5825(;:2) ,Re(s) > 0.

C
—+s_}_—4=>8$—16=A(s+4)+Bs(s+4)+Cs2

16
Paras = —0: 8(0)—16=A(4)=>A=_T:_4

48
Paras = —4: 8(—4)—16=C(—4)2:>C=—E=_3



96
Paras=4: 8(4)~16=—4(8) + B 4(8) ~3(4)*=> 16 =-32+328 ~48=> B = =3

1
s+ 4

1 1
X(s) = —4—+3--3
S S

1
(s+a)

Pela tabela tem-se que L{e~*u(t)} = e L{tu(t)} = siz e L{u(t)} = %entéo:

x(t) = (—4t + 3 — 3 exp(—4t))u(t)

Exercicio 6. Determine para o sistema abaixo:

+
3 ~ A Y(s)
a) A func¢io de transferéncia H(s) = —=

X(s)

li V1 b) A resposta ao impulso h(t).

® th(t)d
¢) O tempo de propagagdo t,, = %

y=3v,+4v;, 2>y =Up+3)v,
X

b= =30 = 2vy xS x = (074 3P+ v 2 v = s

(4p +3)
y = 231D 2~ = D(p)y = N(p)x
N(p) (4s + 3) (4s + 3)
H(s) = =

D) _, *+35+2) (+D(+2)

b)

(4s + 3) A B
=(S+1)(S+2)=S+1+S+2:>4s+3=A(s+2)+B(s+1)

A+B=4 L
&A+B=3iA_ LB =5

1 5
H(s) = ~ST1 + T2 = h(t) = (—exp(—t) + 5exp (—2t))u(t)
c) Pela tabela tem-se que L{tx(t)} = — %X(s) e f_t: x(t)dt = X(0), entido:

3

f+ooh(t)dt =H(0) = >

H(s)

Jmth(t)dt— dH() _ d( 4s+3 )
—o - ds SSZO_ ds\s? + 3s+ 2/5=

_ [4(s?+3s+2)—(2s+3)(@s+3)] _ (4-2-3-3
_[ (s? 4+ 3s + 2)? __( 22 )

s=0

Entao t, =

N Wb =
|-



