
Exercício 1. Considere o sistema linear invariante no tempo (SLIT) descrito pela seguinte 
equação diferencial 

�̈� + 4�̇� + 4𝑦 = 3�̇� + 4𝑥 

a) Determine a função de transferência 𝐻(𝑠); 
b) Determine a solução forçada para a entrada 𝑥(𝑡) = 5 − exp(−3𝑡); 
c) Determine a resposta ao impulso ℎ(𝑡) = 𝒢{𝛿(𝑡)}; 
d) Determine a resposta ao degrau 𝑦(𝑡) = 𝒢{𝑢(𝑡)}; 

e) Determine o valor da integral ∫ 𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡
ஶ

ିஶ
. 

Exercício 2. Determine a transformada inversa de Laplace da função: 

𝑋(𝑠) =
9𝑠 + 5

(𝑠 + 1)ଶ(𝑠 − 3)
 

Para os seguintes domínios: 

a) ℛ𝑒(𝑠) > 3 b) ℛ𝑒(𝑠) < −1 c) −1 < ℛ𝑒(𝑠) < 3 

Exercício 3. Determine 𝑥(𝑡) cuja transformada de Laplace é 𝑋(𝑠) =


(௦ିଶ)ర
, ℛ𝑒(𝑠) < 2 . 

Exercício 4. Calcule a transformada inversa de: 𝑋(𝑠) =
ହ௦ିଷ

௦మାଶ௦ାଵ
, ℛ𝑒(𝑠) > −1 . 

Exercício 5. Determine a transformada inversa de: 𝑋(𝑠) =
଼௦ିଵ

௦మ(௦ାସ)
, ℛ𝑒(𝑠) > 0. 

Exercício 6. Determine para o sistema abaixo: 

 

a) A função de transferência 𝐻(𝑠) =
(௦)

(௦)
. 

b) A resposta ao impulso ℎ(𝑡). 

c) O tempo de propagação 𝑡 =
∫ ௧(௧)ௗ௧

ಮ

షಮ

∫ (௧)ௗ௧
ಮ

షಮ

 

 

 

  



Degrau: 𝑢(𝑡) = ቄ
0, 𝑡 ≤ 0
1, 𝑡 > 0

 Impulso: 𝛿(𝑡) =
ௗ

ௗ௧
𝑢(𝑡),  

𝑢(𝑡) = න 𝛿(𝛽)𝑑𝛽
௧

ିஶ

 

Auto-função para SLIT: 𝑥(𝑡) = exp(𝑠𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑠)exp (𝑠𝑡),  
                                          𝑥(𝑡) = cos(𝜔𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) = |𝐻(𝑗𝜔)cos (𝜔𝑡 + ∠𝐻(𝑗𝜔)) 
                                          𝑥(𝑡) = sen(𝜔𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) = |𝐻(𝑗𝜔)sen (𝜔𝑡 + ∠𝐻(𝑗𝜔)) 

em que 𝐻(𝑠) =
ே()

()
ቚ

ୀ௦
 é a função de transferência do SLIT descrito pela equação diferencial: 𝐷(𝑝)𝑦 = 𝑁(𝑝)𝑥. 

 

Definição da Transformada bilateral de Laplace: 𝑋(𝑠) = ℒ{𝑥(𝑡)} = ∫ 𝑥(𝑡)exp(−𝑠𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

ିஶ
,   𝑠 ∈ Ω୶ 

Tabela de transformadas: Propriedades da transformada bilateral de Laplace: 

𝒙(𝒕) 𝑿(𝒔)  𝒔 ∈ 𝛀𝐱 𝒙(𝒕) 𝑿(𝒔)  𝒔 ∈ 𝛀𝐱 

Impulso: 𝛿(𝑡)  1   𝑠 ∈ ℂ 𝑥ଵ(𝑡) ∗ 𝑥ଶ(𝑡) 𝑋ଵ(𝑠)𝑋ଶ(𝑠) 𝑠 ∈ Ω௫భ
∩ Ω௫మ

 
Degrau: 

𝑢(𝑡) 
1

𝑠
 𝑅𝑒(𝑠) > 0 𝑥(𝑡 − 𝜏) 𝑋(𝑠)exp (−𝑠𝜏) 𝑠 ∈ Ω୶ 

Rampa: 
𝑡𝑢(𝑡) 

1

𝑠ଶ
 𝑅𝑒(𝑠) > 0 𝑎𝑓ଵ(𝑡) + 𝑏𝑓ଶ(𝑡) 𝑎𝐹ଵ(𝑠) + 𝑏𝐹ଶ(𝑠) Ω௫ା௬  ⊃  Ω௫ ∩ Ω௬ 

𝑡

𝑚!
𝑢(𝑡) 

1

𝑠ାଵ
 𝑅𝑒(𝑠) > 0 න 𝑥(𝛽)𝑑𝛽

௧

ିஶ

 
1

𝑠
𝑋(𝑠) Ω௬  ⊃  Ω௫ ∩ 𝑅𝑒(𝑠) > 0 

𝑒ି௧𝑢(𝑡) 
1

𝑠 + 𝑎
 𝑅𝑒(𝑠 + 𝑎) > 0 exp (−𝑎𝑡)𝑥(𝑡) 𝑋(𝑠 + 𝑎) (𝑠 + 𝑎) ∈ Ω୶ 

𝑡

𝑚!
𝑒ି௧𝑢(𝑡) 

1

(𝑠 + 𝑎)ାଵ
 𝑅𝑒(𝑠 + 𝑎) > 0 𝑡𝑥(𝑡) (−1)

𝑑𝑋(𝑠)

𝑑𝑠
 Ω௬ = Ω௫ 

cos(𝛽𝑡)𝑢 (𝑡)    
𝑠

𝑠ଶ + 𝛽ଶ
 𝑅𝑒(𝑠) > 0 𝑥(−𝑡) 𝑋(−𝑠) −𝑠 ∈ Ω௫ 

sen(𝛽𝑡)𝑢 (𝑡) 
𝛽

𝑠ଶ + 𝛽ଶ
 𝑅𝑒(𝑠) > 0 − exp(−𝑎𝑡) 𝑢(−𝑡) 

1

𝑠 + 𝑎
 𝑅𝑒(𝑠 + 𝑎) < 0 

exp (−𝑎𝑡) cos(𝛽𝑡)𝑢 (𝑡) 
𝑠 + 𝑎

(𝑠 + 𝑎)ଶ + 𝛽ଶ
 𝑅𝑒(𝑠 + 𝑎) > 0 �̇�(𝑡) 𝑠𝑋(𝑠) Ω௫̇  ⊃  Ω௫ 

exp(−𝑎t)sen(𝛽𝑡)𝑢 (𝑡) 
𝛽

(𝑠 + 𝑎)ଶ + 𝛽ଶ
 𝑅𝑒(𝑠 + 𝑎) > 0 Área da Função: ∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
= 𝑋(0) se 𝑠 = 0 ∈ Ω௫ 

Definição da Transformada unilateral de Laplace: 𝑋(𝑠) = ℒ{𝑥(𝑡)} = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒𝑥𝑝(−𝑠𝑡)𝑑𝑡
ାஶ


,   𝑠 ∈ Ω୶ 

ℒ{�̇�(𝑡)} 𝑠𝑋(𝑠) − 𝑥(0) Teorema do Valor inicial:  𝑥(0ା) = lim
௦→ஶ

𝑠 ⋅ 𝑋(𝑠) 
ℒ{�̈�(𝑡)} 𝑠ଶ𝑋(𝑠) − 𝑠𝑥(0) − �̇�(0) 

ℒ ൜
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝑥()(𝑡)ൠ 𝑠𝑋(𝑠) −  𝑠ିିଵ𝑥()(0)

ିଵ

ୀ
 Teorema do Valor final: 𝑥(∞) = lim

௦→
𝑠 ⋅ 𝑋(𝑠) 

 
  



Solução 

Exercício 1. Considere o sistema linear invariante no tempo (SLIT) descrito pela seguinte 
equação diferencial 

�̈� + 4�̇� + 4𝑦 = 3�̇� + 4𝑥 

a) Determine a função de transferência 𝐻(𝑠); 

𝐻(𝑠) =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
ቤ

ୀ௦

para  𝐷(𝑝)𝑦 = 𝑁(𝑝)𝑥 ⇒ (𝑝ଶ + 4𝑝 + 4)𝑦 = (3𝑝 + 4)𝑥 

Então 𝐻(𝑠) =
ଷ௦ାସ

(௦మାସ௦ାସ)
,  

b) Determine a solução forçada para a entrada 𝑥(𝑡) = 5 − exp(−3𝑡); 

Usando o conceito de auto-função: 𝑥(𝑡) = exp(𝑠𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑠) exp(𝑠𝑡). Nesse caso, 

𝑥(𝑡) = 5 exp(0𝑡) − 1 exp(−3𝑡) ⇒ 𝑦(𝑡) = 5𝐻(0) exp(0𝑡) − 1𝐻(−3) exp(−3𝑡). 

𝐻(0) =
ସ

ସ
= 1 e 𝐻(−3) =

ିଽାସ

ଽିଵଶାସ
= −

ହ

ଵ
= −5, consequentemente: 

𝑦(𝑡) = 5 exp(0𝑡) − (−5) exp(−3𝑡) = 5 + 5exp (−3𝑡) 

c) Determine a resposta ao impulso ℎ(𝑡) = 𝒢{𝛿(𝑡)}; 

ℎ(𝑡) = ℒିଵ{𝐻(𝑠)}, em que 𝐻(𝑠) =
ଷ௦ାସ

(௦ାଶ)మ , pois as raízes do denominador (polos) são 

calculadas pela fórmula de Bháskara: 𝑠 =
ିସ±√ସమିସ⋅ଵ⋅ସ

ଶ
= −2. 

Decompondo em frações parciais: 𝐻(𝑠) =
ଷ௦ାସ

(௦ାଶ)మ =


(௦ାଶ)మ +


௦ାଶ
⇒ 3𝑠 + 4 = 𝐴 + 𝐵(𝑠 + 2) 

Para 𝑠 = −2:        3(−2) + 4 = 𝐴 ⇒ 𝐴 = −6 + 4 = −2 

Para 𝑠 = 0:       3(0) + 4 = −2 + 2𝐵 ⇒ 𝐵 =
6

2
= 3 

𝐻(𝑠) = −2
1

(𝑠 + 2)ଶ
+ 3

1

𝑠 + 2
⇒ 

Pela tabela de transformadas tem-se ℒ ቄ
௧

!
𝑒ି௧𝑢(𝑡)ቅ =

ଵ

(௦ା)శభ
 e ℒ{𝑒ି௧𝑢(𝑡)} =

ଵ

(௦ା)
 

Então: ℎ(𝑡) = −2𝑡 exp(−2𝑡)𝑢(𝑡) + 3 exp(−2𝑡) 𝑢(𝑡). 

d) Determine a resposta ao degrau 𝑦(𝑡) = 𝒢{𝑢(𝑡)}; 

𝑦(𝑡) = ℒିଵ{𝑌(𝑠) = 𝐻(𝑠)𝑈(𝑠) = 𝐻(𝑠)/𝑠}, em que:  

𝑌(𝑠) =
3𝑠 + 4

𝑠(𝑠 + 2)ଶ
=

𝐴

(𝑠 + 2)ଶ
+

𝐵

𝑠 + 2
+

𝐶

𝑠
⇒ 3𝑠 + 4 = 𝐴𝑠 + 𝐵𝑠(𝑠 + 2) + 𝐶(𝑠 + 2)ଶ 



Para 𝑠 = −2:        3(−2) + 4 = 𝐴(−2) ⇒ 𝐴 = −
2

−2
= 1 

Para 𝑠 = 0:       3(0) + 4 = 4𝐶 ⇒ 𝐶 =
4

4
= 1 

Para 𝑠 = 1:       3(1) + 4 = 𝐴 + 𝐵(1 + 2) + 𝐶(1 + 2)ଶ ⇒ 7 = 1 + 9 + 3𝐵 ⇒ 𝐵 = −
3

3
= −1 

𝑌(𝑠) =
1

(𝑠 + 2)ଶ
−

1

𝑠 + 2
+

1

𝑠
 

Pela tabela tem-se ℒ ቄ
௧

!
𝑒ି 𝑢(𝑡)ቅ =

ଵ

(௦ା)శభ, ℒ{𝑢(𝑡)} =
ଵ

௦
, ℒ{𝑒ି௧𝑢(𝑡)} =

ଵ

(௦ା)
 

Então: 𝑦(𝑡) = 𝑡 exp(−2𝑡)𝑢(𝑡) − exp(−2𝑡) 𝑢(𝑡) + 𝑢(𝑡) = ((𝑡 − 1) exp(−2𝑡) + 1)𝑢(𝑡) . 

e) Determine o valor da integral ∫ 𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡
ஶ

ିஶ
. 

Pela tabela tem-se que ℒ{𝑡𝑥(𝑡)} = −
ௗ

ௗ௦
𝑋(𝑠) e ∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
= 𝑋(0), então: 

න 𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

= −
𝑑

𝑑𝑠
𝐻(𝑠)ฬ

௦ୀ
= −

𝑑

𝑑𝑠
൬

3𝑠 + 4

(𝑠 + 2)2
൰

௦ୀ

= − ቈ
3(𝑠 + 2)ଶ − 2(𝑠 + 2)(3𝑠 + 4)

(𝑠 + 2)ସ


௦ୀ

= − ൬
3 ⋅ 4 − 2 ⋅ 2 ⋅ 4

2ସ
൰

= − ൬−
4

16
൰ =

1

4
. 

Exercício 2. Determine a transformada inversa de Laplace da função: 

𝑋(𝑠) =
9𝑠 + 5

(𝑠 + 1)ଶ(𝑠 − 3)
 

Para os seguintes domínios: 

a) ℛ𝑒(𝑠) > 3 b) ℛ𝑒(𝑠) < −1 c) −1 < ℛ𝑒(𝑠) < 3 

Fazendo expansão por frações parciais:  

𝑋(𝑠) =
9𝑠 + 5

(𝑠 + 1)2(𝑠 − 3)
=

𝐴

(𝑠 + 1)ଶ
+

𝐵

𝑠 + 1
+

𝐶

𝑠 − 3
⇒ 

9𝑠 + 5 = 𝐴(𝑠 − 3) + 𝐵(𝑠 − 3)(𝑠 + 1) + 𝐶(𝑠 + 1)ଶ 

Para 𝑠 = 3:       9(3) + 5 = 𝐶(3 + 1)ଶ ⇒ 𝐶 =
32

16
= 2 

Para 𝑠 = −1:       9(−1) + 5 = 𝐴(−1 − 3) ⇒ 𝐴 =
−4

−4
= 1 

Para 𝑠 = 0:       9(0) + 5 = 1(−3) + 𝐵(−3)(1) + 2(1)ଶ ⇒ 𝐵 =
6

−3
= −2 



𝑋(𝑠) =
9𝑠 + 5

(𝑠 + 1)2(𝑠 − 3)
=

1

(𝑠 + 1)ଶ
− 2

1

𝑠 + 1
+ 2

1

𝑠 − 3
 

Pela tabela tem-se que ℒ ቄ
௧

!
𝑒ି 𝑢(𝑡)ቅ =

ଵ

(௦ା)శభ , ℒ{𝑒ି௧𝑢(𝑡)} =
ଵ

(௦ା)
, ℒ{𝑥(−𝑡)} =

𝑋(−𝑠), −𝑠 ∈ Ω௫ então: 

a) 𝑥(𝑡) = [(𝑡 − 2) exp(−𝑡) + 2 exp(3𝑡)]𝑢(𝑡) 
b) 𝑥(𝑡) = [(−𝑡 + 2) exp(−𝑡) − 2 exp(3𝑡)]𝑢(−𝑡) 
c) 𝑥(𝑡) = (𝑡 − 2) exp(−𝑡)𝑢(𝑡) − 2 exp(3𝑡)𝑢(−𝑡) 

Exercício 3. Determine 𝑥(𝑡) cuja transformada de Laplace é 𝑋(𝑠) =


(௦ିଶ)ర
, ℛ𝑒(𝑠) < 2 . 

Pela tabela tem-se que ℒ ቄ
௧

!
𝑒ି௧𝑢(𝑡)ቅ =

ଵ

(௦ା)శభ e ℒ{𝑥(−𝑡)} = 𝑋(−𝑠), −𝑠 ∈ Ω௫ então: 

𝑌(𝑠) = 𝑋(−𝑠) =
6

(𝑠 + 2)ସ
, ℛ𝑒(−𝑠) < 2 ⇒ ℛ𝑒(𝑠) > −2   

𝑦(𝑡) =
6𝑡ଷ

3!
exp(−2𝑡)𝑢(𝑡) ⇒ 𝑥(𝑡) = 𝑦(−𝑡) = −𝑡ଷ exp(2𝑡) 𝑢(−𝑡) 

Exercício 4. Calcule a transformada inversa de: 𝑋(𝑠) =
ହ௦ିଷ

௦మାଶ௦ାଵ
, ℛ𝑒(𝑠) > −1 . 

Calculando os polos pela fórmula de Bháskara:  

𝑠 =
−2 ± √2ଶ − 4 ⋅ 1 ⋅ 17

2
= −1 ± 𝑗4 ⇒ (𝑠 + 1)ଶ + 4ଶ 

Quando temos parte complexa conjugada na raiz do denominador, esse trecho corresponde a sen 

e cos, pela tabela: ℒ{𝑒ି cos(𝛽𝑡) 𝑢(𝑡)} =
௦ା

(௦ା)మାఉమ e ℒ{𝑒ି௧ sen(𝛽𝑡) 𝑢(𝑡)} =
ఉ

(௦ା)మାఉమ 

𝑋(𝑠) =
5𝑠 − 3

𝑠2 + 2𝑠 + 17
= 𝐴

𝑠 + 1

(𝑠 + 1)ଶ + 4ଶ
+ 𝐵

4

(𝑠 + 1)ଶ + 4ଶ
 

⇒ 𝐴𝑠 + 𝐴 + 4𝐵 = 5𝑠 − 3 ⇒ ቄ
𝐴 = 5

5 + 4𝐵 = −3 ⇒ 𝐵 = −2
 

𝑥(𝑡) = 5𝑒ି௧ cos(4𝑡) 𝑢(𝑡) − 2𝑒ି௧ sen(4𝑡) 𝑢(𝑡) 

Exercício 5. Determine a transformada inversa de: 𝑋(𝑠) =
଼௦ିଵ

௦మ(௦ାସ)
, ℛ𝑒(𝑠) > 0. 

𝑋(𝑠) =
8𝑠 − 16

𝑠ଶ(𝑠 + 4)
=

𝐴

𝑠ଶ
+

𝐵

𝑠
+

𝐶

𝑠 + 4
⇒ 8𝑠 − 16 = 𝐴(𝑠 + 4) + 𝐵𝑠(𝑠 + 4) + 𝐶𝑠ଶ 

Para 𝑠 = −0:        8(0) − 16 = 𝐴(4) ⇒ 𝐴 = −
16

4
= −4 

Para 𝑠 = −4:       8(−4) − 16 = 𝐶(−4)ଶ ⇒ 𝐶 = −
48

16
= −3 



Para 𝑠 = 4:      8(4) − 16 = −4(8) + 𝐵 ⋅ 4(8) − 3(4)ଶ ⇒ 16 = −32 + 32𝐵 − 48 ⇒ 𝐵 =
96

32
= 3 

𝑋(𝑠) = −4
1

𝑠ଶ
+ 3

1

𝑠
− 3

1

𝑠 + 4
 

Pela tabela tem-se que ℒ{𝑒ି௧𝑢(𝑡)} =
ଵ

(௦ା)
 e ℒ{𝑡𝑢(𝑡)} =

ଵ

௦మ e ℒ{𝑢(𝑡)} =
ଵ

௦
 então: 

𝑥(𝑡) = (−4𝑡 + 3 − 3 exp(−4𝑡))𝑢(𝑡) 

Exercício 6. Determine para o sistema abaixo: 

 

a) A função de transferência 𝐻(𝑠) =
(௦)

(௦)
. 

b) A resposta ao impulso ℎ(𝑡). 

c) O tempo de propagação 𝑡 =
∫ ௧(௧)ௗ௧

ಮ

షಮ

∫ (௧)ௗ௧
ಮ

షಮ

 

a)  
𝑦 = 3𝑣ଵ + 4𝑣ଵ̇ ⇒ 𝑦 = (4𝑝 + 3)𝑣ଵ 

�̈�ଵ = −3𝑣ଵ̇ − 2𝑣ଵ + 𝑥 ⇒ 𝑥 = (𝑝ଶ + 3𝑝 + 2)𝑣ଵ ⇒ 𝑣ଵ =
𝑥

(𝑝ଶ + 3𝑝 + 2)
 

𝑦 =
(4𝑝 + 3)

(𝑝ଶ + 3𝑝 + 2)
𝑥 ⇒ 𝐷(𝑝)𝑦 = 𝑁(𝑝)𝑥 

𝐻(𝑠) =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
ቤ

ୀ௦

=
(4𝑠 + 3)

(𝑠ଶ + 3𝑠 + 2)
=

(4𝑠 + 3)

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
 

b)  

𝐻(𝑠) =
(4𝑠 + 3)

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
=

𝐴

𝑠 + 1
+

𝐵

𝑠 + 2
⇒ 4𝑠 + 3 = 𝐴(𝑠 + 2) + 𝐵(𝑠 + 1) 

ቄ
𝐴 + 𝐵 = 4

2𝐴 + 𝐵 = 3
⇒ 𝐴 = −1, 𝐵 = 5 

𝐻(𝑠) = −
1

𝑠 + 1
+

5

𝑠 + 2
⇒ ℎ(𝑡) = (− exp(−𝑡) + 5exp (−2𝑡))𝑢(𝑡) 

c) Pela tabela tem-se que ℒ{𝑡𝑥(𝑡)} = −
ௗ

ௗ௦
𝑋(𝑠) e ∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
= 𝑋(0), então: 

න ℎ(𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

ିஶ

= 𝐻(0) =
3

2
 

න 𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡
ஶ

ିஶ

= −
𝑑

𝑑𝑠
𝐻(𝑠)ฬ

௦ୀ
= −

𝑑

𝑑𝑠
൬

4𝑠 + 3

𝑠ଶ + 3𝑠 + 2
൰

௦ୀ

= − ቈ
4(𝑠ଶ + 3𝑠 + 2) − (2𝑠 + 3)(4𝑠 + 3)

(𝑠ଶ + 3𝑠 + 2)ଶ


௦ୀ

= − ൬
4 ⋅ 2 − 3 ⋅ 3

2ଶ
൰ =

1

4
 

Então 𝑡 =
భ

ర
య

మ

=
ଵ


  

𝑣ଵ 𝑣ଵ̇ 𝑣ଵ̈ 


